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Περίληψη 

Η παρούσα εργασία ασχολείται µε την προσέγγιση Bienenfeld, για τις τιµές 

παραγωγής, και την ακρίβειά της, η οποία, µε την σειρά της, σχετίζεται µε την 

κατανοµή των ιδιοτιµών της µήτρας των καθέτως ολοκληρωµένων τεχνικών 

συντελεστών. Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι, αρχικά, να εξετάσει κατά πόσο η 

δευτεροβάθµια προσέγγιση Bienenfeld, µε βάση την ισχύουσα κατανοµή του 

εισοδήµατος, προσεγγίζει ικανοποιητικά το διάνυσµα των τιµών παραγωγής και 

έπειτα, να ελέγξει την ύπαρξη ή µη συσχετίσεων ανάµεσα σε µεγέθη, των οποίων η 

τιµή εξαρτάται από την κατανοµή των ιδιοτιµών (όπως π.χ. η τυπική απόκλιση των 

ιδιοτιµών, ο γεωµετρικός µέσος των ιδιοτιµών κ.α.) και στα µεγέθη που 

προσδιορίζουν την ακρίβεια της προσέγγισης.  

Το θεωρητικό πλαίσιο, στη βάση του οποίου πραγµατοποιήθηκε η µελέτη, 

αναπτύσσεται στο κυρίως κείµενο και εφαρµόζεται µε δεδοµένα που λάβαµε από 

δέκα πίνακες εισροών – εκροών. Τα αποτελέσµατα της εφαρµογής δείχνουν ότι, στο 

µεγαλύτερο µέρος του δείγµατος η δευτεροβάθµια προσέγγιση Bienenfeld, µε βάση 

την ισχύουσα κατανοµή εισοδήµατος, προσεγγίζει αρκετά ικανοποιητικά το διάνυσµα 

των τιµών παραγωγής. Οφείλουµε, όµως, να επισηµάνουµε ότι, παρουσιάζονται και 

εξαιρέσεις. Παρόλα αυτά, ορισµένα από τα αποτελέσµατα που προέκυψαν 

αποδεικνύουν ότι, η προσέγγιση δύναται να είναι ακριβής µέσω ενός πολυωνύµου 

χαµηλής τάξης. Τέλος, οι συσχετίσεις που πραγµατοποιηθήκαν δείχνουν πως, µε 

ορισµένο δείγµα παρατηρήσεων, σε ορισµένες περιπτώσεις παρουσιάζεται ισχυρή 

συσχέτιση και η µορφή της συσχέτισης είναι και η αναµενόµενη θεωρητικά  
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Εισαγωγή 

 

                                                                          ‘‘ Τρώγε την πρόοδο 

                                                                                          και µε τα φλούδια  

                                                                                      και µε τα κουκούτσια της’’ 

                                                                                                 Ο. Ελύτης, Σηµατολόγιον 

 

Στα πλαίσια εµπειρικών εργασιών, πάνω στη σχέση τιµών παραγωγής-

κατανοµής εισοδήµατος, παρατηρήθηκαν δυο πολύ σηµαντικά και αλληλένδετα 

µεταξύ τους ευρήµατα: 

1. Οι τιµές παραγωγής αποτελούν, κατά κανόνα, µονότονες συναρτήσεις του 

ποσοστού κέρδους. Αλλά ακόµα και εκείνες οι τιµές παραγωγής, που δεν είναι 

µονότονες συναρτήσεις του ποσοστού κέρδους, εµφανίζουν µόνο ένα σηµείο 

αλλαγής µονοτονίας  

2. Οι τιµές παραγωγής, ως συναρτήσεις του ποσοστού κέρδους, προσεγγίζονται 

αρκετά ικανοποιητικά από τη γραµµική ή δευτεροβάθµια προσέγγιση του 

Bienenfeld (1988).  

Πρόσφατα, οι Mariolis and Tsoulfidis (2008) ισχυρίστηκαν, τόσο θεωρητικά 

όσο και εµπειρικά, χρησιµοποιώντας στοιχεία από τον πίνακα εισροών - εκροών της 

Κινεζικής Οικονοµίας για το έτος 1997, πως η παραπάνω συµπεριφορά των τιµών 

παραγωγής, που αντιστοιχούν σε πραγµατικές οικονοµίες, µπορεί να αναχθεί στην 

κατανοµή των ιδιοτιµών της µήτρας των καθέτως ολοκληρωµένων τεχνικών 

συντελεστών.  

Στην παρούσα εργασία, βασιζόµενοι στο θεωρητικό πλαίσιο που παρουσίασαν 

οι Mariolis and Tsoulfidis (2008), θα προσπαθήσουµε, χρησιµοποιώντας στοιχεία από 

δέκα πίνακες εισροών – εκροών και πραγµατοποιώντας τους κατάλληλους 

υπολογισµούς, να εξετάσουµε τα εξής: α) κατά πόσο οι τιµές παραγωγής, ως 

συναρτήσεις του ποσοστού κέρδους, προσεγγίζονται ικανοποιητικά από την 

δευτεροβάθµια προσέγγιση του Bienenfeld µε βάση την τιµή του ισχύοντος σχετικού 

ποσοστού κέρδους και αν η προσέγγιση του Bienenfeld δύναται να είναι 

ικανοποιητική µέσω ενός πολυωνύµου χαµηλής τάξης και β)  αν παρατηρείται η 

ύπαρξη ή µη άµεσων ποσοτικών συσχετίσεων ανάµεσα σε ορισµένα µεγέθη, των 
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οποίων η τιµή εξαρτάται από την κατανοµή των ιδιοτιµών (π.χ. η τυπική απόκλιση 

των ιδιοτιµών, ο γεωµετρικός µέσος των ιδιοτιµών, η σχετική εντροπία των 

ιδιοτιµών, κ.α.), και στα µεγέθη τα οποία προσδιορίζουν την ακρίβεια της 

προσέγγισης Bienenfeld. 

 Η εργασία αποτελείται από δύο κεφάλαια. Στο πρώτο κεφάλαιο 

παρουσιάζεται το θεωρητικό πλαίσιο στο οποίο στηριχθήκαµε για την µελέτη. 

Αναπτύσσεται η πολυωνυµική προσέγγιση του Bienenfeld και εν συνεχεία η ακρίβεια 

της προσέγγισης αυτής σχετίζεται µε την κατανοµή των ιδιοτιµών. Στο τέλος του 

πρώτου κεφαλαίου συνοψίζονται τα συµπεράσµατα της θεωρητικής ανάλυσης. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο της εργασίας ακολουθεί η εµπειρική ανάλυση. Πιο 

συγκεκριµένα, στα τέσσερα πρώτα υποκεφάλαια παρουσιάζονται τα εµπειρικά 

δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν για τους υπόλοιπους υπολογισµούς και ο τρόπος µε 

τον οποίο αυτά εξάγονται από τους πίνακες εισροών – εκροών. Στο πέµπτο 

υποκεφάλαιο περιγράφονται αναλυτικά οι λοιποί υπολογισµοί που απαιτήθηκαν. 

Έπειτα, παραθέτουµε τα αποτελέσµατα των µετρήσεων µας και ακολουθεί η 

αξιολόγηση και ο σχολιασµός αυτών. Το δεύτερο κεφάλαιο κλείνει µε την σύνοψη 

των τελικών συµπερασµάτων της µελέτης. 

Στο παράρτηµα, στο τέλος της εργασίας, εκτίθενται διαγράµµατα σχετικά µε 

τις συσχετίσεις καθώς και κάποια από τα συναφή αριθµητικά αποτελέσµατα. 
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Εισαγωγή 

 

Στο παρόν µέρος της εργασίας παρουσιάζεται το θεωρητικό πλαίσιο στη βάση 

του οποίου πραγµατοποιήθηκε η µελέτη. Αρχικά, αναλύεται θεωρητικά ο τρόπος µε 

τον οποίο εξάγεται η πολυωνυµική προσέγγιση Bienenfeld και προσδιορίζεται τόσο η 

γραµµική όσο και η δευτεροβάθµια µορφή της, µε βάση τις οποίες  το διάνυσµα των 

τιµών παραγωγής δύναται να προσεγγισθεί ικανοποιητικά. Έπειτα, η ακρίβεια της 

προσέγγισης αυτής σχετίζεται µε την κατανοµή των ιδιοτιµών, πράγµα που σηµαίνει 

πως ο βαθµός σύγκλισης της προσέγγισης προς το πραγµατικό διάνυσµα των τιµών 

παραγωγής  ανάγεται στην κατανοµή των ιδιοτιµών της µήτρας των καθέτως 

ολοκληρωµένων τεχνικών συντελεστών. 

 

1.1 Η Πολυωνυµική Προσέγγιση Bienenfeld και η Συσχέτισή της µε 

την Κατανοµή των Ιδιοτιµών 

Υποθέτουµε πως οι µισθοί καταβάλλονται εξολοκλήρου στην αρχή της 

ενιαίας περιόδου παραγωγής και θεωρούµε το σύνηθες σύστηµα προσδιορισµού των 

τιµών παραγωγής (Sraffa, 1960, Part I) 
1
. Έτσι έχουµε: 

                                        T T T(1 )( )r w= + +p p A l     (1) 

όπου p (>0) είναι το διάνυσµα των τιµών παραγωγής των εµπορευµάτων, r  το ενιαίο 

ποσοστό κέρδους, A η µη διασπώµενη (irreducible)  µήτρα των τεχνικών 

συντελεστών, w  το χρηµατικό ωροµίσθιο και l (>0) το διάνυσµα των εισροών σε 

άµεση, οµοιογενή εργασία ανά µονάδα παραγόµενου εµπορεύµατος 
2
.  

Πριν συνεχίσουµε σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε το ‘‘Πρότυπο Εµπόρευµα ’’ 

(Standard commodity) του Sraffa (1960, chs 4-5), το διάνυσµα των τιµών 

τυποποιείται ως εξής: 

                               [ ]T T1, 1− =    =* *p I A q l q                                                  (2) 

ή, ισοδυνάµως, 

                              T * T * * 1 1(1 ) (1 )R Rλ − −= = − = +p q v q                                (2α) 

   

                                                 
1
 Το παρόν κεφάλαιο έχει βασισθεί πλήρως στο Μαριόλης (2008). 

2
 Η υπόθεση ότι η A  είναι µη διασπώµενη ισοδυναµεί µε την υπόθεση ότι όλα τα εµπορεύµατα του 

συστήµατος είναι βασικά (basic) à la Sraffa (1960, §6). 
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όπου Ι είναι η µοναδιαία µήτρα, *q  το δεξιό Perron-Frobenius ιδιοδιάνυσµα της 

µήτρας A , *λ ( 1< ) η Perron-Frobenius ιδιοτιµή αυτής, 1(1 )( )* *R λ λ −≡ −  το µέγιστο 

ποσοστό κέρδους του συστήµατος και T T 1[ ]−≡ −v l I A  το διάνυσµα ‘‘εργασιακών 

αξιών’’.  

Από τις σχέσεις  (1) και (2) προκύπτει: 

 1[1 ( / )](1 )w r R r −= − +  (3) 

Από την σχέση (1) προκύπτει: 

                               T T T(1 )( )r w= + + ⇒p p A l  

                               T T T(1 ) (1 )r w r= + + + ⇒p p A l  

                               T T T T(1 )r w r− + + ⇒p p A = p A l  

 T T T[ (1 )r w r− + + ⇒p I A] = p A l  

                 T T T[ ] (1 ) [ ]r w r−1 −1= − + + − ⇒p p A I A l I A  

                               T T T(1 )r w r= + +p p H v                                                     (4) 

όπου [ ]−1≡ −H A I Α  (>0) είναι η µήτρα των ‘‘καθέτως ολοκληρωµένων τεχνικών 

συντελεστών’’ (Pasinetti, 1973). Αντικαθιστώντας την σχέση (3) στην σχέση (4), 

προκύπτει: 

 T T T[1 ( / )]r r R= + −p p Η v  

Και αν περαιτέρω ορίσουµε ως /r Rρ ≡  το σχετικό ποσοστό κέρδους 
3
 και ως 

R≡J H  µια θετική µήτρα της οποίας η Perron-Frobenius ιδιοτιµή είναι ίση µε την 

µονάδα 
4
, τότε λαµβάνουµε: 

                                    T T T(1 )ρ ρ= + −p p J v                                                  (5) 

Για 0 1≤ ρ < , η (5) γράφεται 

                                                 
3
 Από την (3) έπεται 

 
1(1 )( 1)r R w wR −= − +  

ή 

 
1 1(1 )[ /( )] (1 )w R R w wρ − −= − + < −  

όπου το 1 w−  παριστά τη µερίδα των κερδών στο σραφφαϊνό ‘Πρότυπο σύστηµα’ (Standard system) 

και ο εντός αγκυλών όρος παριστά το λόγο των µέσων παραγωγής προς το συνολικό κεφάλαιο στο ίδιο 

σύστηµα. Συνεπώς, το ρ  είναι µικρότερο από τη  µερίδα των κερδών στο εν λόγω σύστηµα, ενώ 

ισούται µε την τελευταία στην περίπτωση που οι µισθοί καταβάλλονται εξολοκλήρου στο τέλος της 

περιόδου παραγωγής (διότι σε αυτήν την περίπτωση η (3) γίνεται 1 ( / )w r R= −  ή 1 wρ = − ).  

4
 Επειδή η P-F ιδιοτιµή της H  ισούται µε 

* 1 *(1 )λ λ−− , έπεται ότι η P-F ιδιοτιµή της J  ισούται µε 

* 1 *(1 ) 1R λ λ−− = . 



 10 

                                    T T T(1 )ρ ρ= + − ⇒p p J v        

                                    T T[ ] (1 )ρ ρ− = − ⇒p I J v  

 T T(1 ) [ ]ρ ρ −1= − − ⇒p v I J  

                                   T T T 2 T 2 3 T 3(1 )[ ]ρ ρ ρ ρ= − + + + +p v v J v J v J K           (6) 

Ενώ για ρ = 1  από την σχέση (5) λαµβάνουµε T T( )= *p p , όπου T( )*p  είναι το 

αριστερό Perron-Frobenius ιδιοδιάνυσµα της J (ή, ισοδυνάµως, της Α). 

Η σχέση (6) συνιστά µία πολυωνυµική έκφραση των τιµών παραγωγής 

µέσω των όρων (1 ) nρ ρ− , 0,1,2,...n = , στη βάση της οποίας µπορούµε να 

συνάγουµε τα ακόλουθα: 

(1). Για 0.5ρ < , ο όρος (1 )ρ−  είναι µεγαλύτερος από το άθροισµα όλων των 

υπολοίπων όρων, ενώ για 0.707ρ < , το άθροισµα των δύο πρώτων όρων, δηλαδή 

 2 2ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ(1− ) + (1− ) = 1− + − = 1−  

είναι µεγαλύτερο από το άθροισµα όλων των υπολοίπων όρων. Έτσι, καταλήγουµε  

στο συµπέρασµα πως για σχετικά χαµηλές τιµές του ρ  απαιτούνται µάλλον λίγοι 

όροι του αναπτύγµατος του δεξιού µέλους της (6) για µία ικανοποιητική προσέγγιση 

του διανύσµατος Tp  (αναλυτικά, βλ. Steedman, 1999, pp. 314-316). Όσο µικρότερη 

είναι η τιµή του ρ  τόσο λιγότεροι όροι του αναπτύγµατος του δεξιού µέλους της 

σχέσης (6) απαιτούνται, ώστε να πλησιάσουµε πιο κοντά στo πραγµατικό διάνυσµα 

των τιµών Tp . 

(2). Είναι γνωστό (βλ. π.χ. Barnett, 1990, pp. 156-157 and 394) πως για κάθε (ηµι-) 

θετικό διάνυσµα Ty , το διάνυσµα T ky J  τείνει στο T( )*p  του k → +∞ , δηλαδή 

 T T T Tlim [ / ]k

k→+∞
= * * * *y J y q (p ) q (p )  

Στην περίπτωση αυτή, αν θεωρήσουµε πως το διάνυσµα Ty είναι το διάνυσµα των 

εργασιακών αξιών T
v , τότε για ένα επαρκώς µεγάλο m  µπορούµε να γράψουµε 

 T T 1 T 2 T T T T[ ) ] ) )m m m+ +≈ ≈ ≈ ≈ / ( ( = (* * * * *v J v J v J v q p q p pK  

Ανακαλώντας, όµως, την σχέση (2α) έχουµε: 

                                 T T 1 T 2 T)m m m+ +≈ ≈ ≈ ≈ ( *v J v J v J pK                              (7) 

 

Η σχέση (6) στην οποία καταλήξαµε παραπάνω δίνεται από τον τύπο: 

                               T T T 2 T 2 3 T 3(1 )[ ]ρ ρ ρ ρ= − + + + +p v v J v J v J K  
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Καθώς ο εκθέτης µεγαλώνει, κάποια στιγµή όταν αυξηθεί αρκετά θα εµφανιστεί 

κάπου ο εκθέτης m , δηλαδή 

T T T 2 T 2 3 T 3 T T T(1 )[ ]m m m m m mρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ−1 −1 +1 +1≈ − + + + + + + + +p v v J v J v J v J v J v JK K

 

Εισάγοντας στην παραπάνω σχέση την (7) λαµβάνουµε 

T T T 2 T 2 3 T 3 T T T(1 )[ ) ) ]m m m mρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ−1 −1 +1≈ − + + + + + + ( + ( + ⇒* *p v v J v J v J v J p pK K

 

T T T 2 T 2 3 T 3 T T(1 )[ ( ) ]m m m mρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ−1 −1 +1≈ − + + + + + + + + )(   (7α)*p v v J v J v J v J pK K

 

Ως γνωστόν,  2 3(1 ) [1 ]ρ ρ ρ ρ−1− = + + + +K  

       άρα και 2 3(1 ) [1 ]m mρ ρ ρ ρ ρ ρ−1− = + + + +K  

               ή, 1 2 3(1 )m m m m mρ ρ ρ ρ ρ ρ−1 + + +− = + + + +K                       (7β) 

Εισάγοντας την (7β) στην σχέση (7α) προκύπτει: 

T T T 2 T 2 3 T 3 T T(1 )[ (1 ) ]m m mρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ−1 −1 −1≈ − + + + + + + − ) ( ⇒*p v v J v J v J v J pK  

T T T 2 T 2 3 T 3 T T(1 )[ ] )m m mρ ρ ρ ρ ρ ρ−1 −1≈ − + + + + + + ( *p v v J v J v J v J pK                    (8) 

 

Η σχέση (8) συνιστά µια πολυωνυµική προσέγγιση του διανύσµατος των τιµών 

παραγωγής (προσέγγιση του Bienenfeld, 1988). Εκ κατασκευής είναι ακριβής στις 

δύο ακραίες τιµές του σχετικού ποσοστού κέρδους , δηλαδή 

                                         για 0ρ =  λαµβάνουµε T T=p v  

                                  ενώ για 1ρ =  λαµβάνουµε T T( )= *p p  

 

Πιο συγκεκριµένα, από την σχέση (8) για m = 1 προκύπτει µια γραµµική 

προσέγγιση, δηλαδή 

 T T T(1 )[ ] ( )ρ ρ≈ − + ⇒*p v p  

 T T T T( )ρ ρ≈ − + ⇒*p v v p  

                                    T T T T[( ) ]ρ≈ + −*p v p v                      (9) 

ενώ για m = 2  προκύπτει µια δευτεροβάθµια προσέγγιση 
5
, δηλαδή 

                                                 
5
 Θεώρησε την τιµή του εµπορεύµατος j . Από την (5) έπεται ότι 

 
1( / ) 1 ( )   j j jp v R k Rρ −− = −  (5α) 

και, άρα,  
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                       T T T 2 T(1 )[ ] ( )ρ ρ ρ≈ − + + ⇒*p v v J p  

 T T T 2 T(1 ) (1 ) ( )ρ ρ ρ ρ≈ − + − + ⇒*p v v J p  

     T T T T 2 T 2 T( )ρ ρ ρ ρ≈ − + − + ⇒*p v v v J v J p  

                        T T T T 2 T T[ ] [( ) ]ρ ρ≈ + − + − ⇒*p v v J v p v J                           (10) 

 

Και αν συνεχίσουµε, για m = 3 , θα λάβουµε µια τριτοβάθµια προσέγγιση, δηλαδή 

              T T T T 2 T T 3 T T[ ] [ ] [( ) ]ρ ρ ρ≈ + − + − + −2 * 2p v v J v v J v J p v J ,  κτλ. 

 

Η ακρίβεια της προσέγγισης (8) εξαρτάται από την ταχύτητα σύγκλισης (speed of 

convergence) του διανύσµατος T m
v J  προς το διάνυσµα T( )*p . Με λίγα λόγια, όσο 

µικρότερος είναι εκείνος ο εκθέτης  m  που µας δίνει την σχέση (7) τόσο 

γρηγορότερη θα είναι η σύγκλιση και τόσο πιο ακριβής η προσέγγιση της σχέσης (8).  

 

Η ταχύτητα αυτή, µε τη σειρά της, εξαρτάται θετικά από το ύψος των λόγων (βλ. π.χ. 

Barnett, 1990, p. 158) 

 

  Λ / 1/ ( 1 ) / [(1 ) ]( / )* * * *

i i i i iλ λ λλ λ λΛ = Λ = − − >  (11) 

 

όπου το 1*Λ =  παριστά την Perron-Frobenius ιδιοτιµή της J  και το iΛ  (το iλ ), 

2,3,...,i n= , το µέτρο (modulus) των υποδεσποζουσών (subdominant) ιδιοτιµών της 

                                                                                                                                            

 
1( / ) / [( / ) ( )]j j j jd p v d R dk d k Rρ ρ ρ −= + −  (5β) 

όπου /
j j j

k v≡ pH  είναι η ένταση κεφαλαίου στον καθέτως ολοκληρωµένο τοµέα παραγωγής του εν 

λόγω εµπορεύµατος, 
j

H  η στήλη j  της H , και 
1R−

 η ένταση κεφαλαίου στο ‘Πρότυπο σύστηµα’ 

(η οποία δεν εξαρτάται από τις τιµές και την κατανοµή του εισοδήµατος). Από την προσεγγιστική 

σχέση (10) έπεται 

 
1 2( (0) ) ( (1) (0))j j j j j j jp v R k R v R k k vρ ρ−≈ + − + −  (10α) 

 

και, άρα, 

                          
1( / ) / ( (0) ) 2 ( (1) (0))j j j j jd p v d R k R R k kρ ρ−= − + −                             (10β) 

όπου 
T(0) /j j jk v≡ v H  (

*(1) /( )j j jk p v R≡ ) η τιµή του 
j

k  για 0ρ =  (για 1ρ = ). Από τις 

(10α)-(10β) έπεται, εύκολα, ότι εάν ρ′  είναι η τιµή στην οποία η τιµή του εµπορεύµατος j  εµφανίζει 

ακρότατο (ήτοι ( / ) / 0
j j

d p v dρ = ) και ρ ′′  ( 0≠ ) είναι η τιµή στην οποία το 
j

p  γίνεται – εκ νέου 

– ίσο µε το 
j

v , τότε ισχύει 2ρ ρ′′ ′=  (αναλυτικά για όλα αυτά, βλ. Mariolis and Tsoulfidis, 2008, 

Section 2, εξισώσεις  (10), (24) και (25)). 
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J  (της A ), δηλ. όλων των υπολοίπων ιδιοτιµών, πλην της Perron-Frobenius 
6
. Αυτό 

σηµαίνει πως η πολυωνυµική προσέγγιση Bienenfeld (1988) είναι τόσο πιο ακριβής 

όσο µεγαλύτερη (κατά µέτρο) είναι η Perron-Frobenius ιδιοτιµή της J  από τις 

υπόλοιπες ιδιοτιµές αυτής. Γιατί όσο µεγαλύτερη είναι η Perron-Frobenius ιδιοτιµή 

της J  από τις υπόλοιπες ιδιοτιµές τόσο µεγαλύτεροι είναι και οι λόγοι 1/ iΛ  που 

επηρεάζουν θετικά την ταχύτητα σύγκλισης. Εφαρµόζοντας ένα γνωστό θεώρηµα του 

Ε. Hopf, το οποίο αφορά στο λόγο των µέτρων της Perron-Frobenius ιδιοτιµής µίας 

θετικής µήτρας προς την υποδεσπόζουσα ιδιοτιµή αυτής 
7
, λαµβάνουµε:  

  1max( ) / max( ) ( )( ) 1i i µ µ −Λ Λ = Λ ≤ Μ − Μ + <*                            (12) 

όπου το Μ  παριστά το µεγαλύτερο και το µ  παριστά το µικρότερο των στοιχείων 

της µήτρας J . Η σχέση (12) δηλώνει ότι το µέτρο της µεγαλύτερης υποδεσπόζουσας 

ιδιοτιµής της µήτρας J  είναι µικρότερο ή ίσο µε το µέγεθος 
( )

1
( )

µ
µ

Μ −
<

Μ +
.  Βάσει της 

(12) δυνάµεθα να συµπεράνουµε ότι όσο πιο όµοια είναι τα στοιχεία της µήτρας J  

τόσο µικρότερη είναι η διαφορά µΜ −  και, άρα, τόσο µεγαλύτερο είναι το 

1/ max( )iΛ , πράγµα που συνεπάγεται, µε τη σειρά του, ότι τόσο περισσότερο 

ακριβής είναι µία προσέγγιση των τιµών παραγωγής µέσω ενός πολυωνύµου χαµηλής 

τάξης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
6
 Υπενθυµίζεται ότι η γενική µορφή µίας υποδεσπόζουσας ιδιοτιµής είναι 

i
iα βΛ ≡ + , όπου ,α β  

πραγµατικοί αριθµοί και 1i ≡ − , ενώ το µέτρο της ορίζεται ως 
2 2

i α βΛ ≡ + .  

7
 Για το εν λόγω θεώρηµα, καθώς και για συναφή θεωρήµατα, βλ. π.χ. Rothblum and Tan (1985).   
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Συµπεράσµατα 

Εκθέσαµε, αρχικά, τον τρόπο εξαγωγής της προσέγγισης Bienenfeld, η οποία 

δίνεται από την σχέση (8) και αποτελεί πολυωνυµικό ανάπτυγµα. Εν συνεχεία, 

ορίσαµε από τι εξαρτάται η ακρίβεια της προσέγγισης και τέλος ακολούθησε η 

σύνδεση της ακρίβειας αυτής µε την κατανοµή των ιδιοτιµών. 

Μέχρι σήµερα τα µόνα διαθέσιµα αποτελέσµατα που έχουν προκύψει από την 

µελέτη του ζητήµατος αυτού αφορούν στον πίνακα εισροών- εκροών της Κινεζικής 

οικονοµίας για το έτος 1997 
8
. Με βάση τα δεδοµένα του εν λόγω πίνακα εισροών – 

εκροών προέκυψε ότι, οι τιµές παραγωγής που αντιστοιχούν στον πίνακα αυτό 

προσεγγίζονται ικανοποιητικά από την δευτεροβάθµια προσέγγιση σε όλο το εύρος 

τιµών του ρ . Στην συνέχεια της µελέτης µας, µε δεδοµένα που θα λάβουµε από τους 

πίνακες εισροών – εκροών της Φινλανδίας για τα έτη 1995 και 2004, της Σουηδίας 

για τα έτη 1995 και 2005, της Γερµανίας για τα έτη 2000 και 2002, της Γαλλίας για 

τα έτη 1995 και 2005 και τέλος της ∆ανίας για τα έτη 2000 και 2004, θα εξετάσουµε 

αν η δευτεροβάθµια προσέγγιση µε βάση την τιµή του ισχύοντος σχετικού ποσοστού 

κέρδους ρ  προσεγγίζει ικανοποιητικά το διάνυσµα των τιµών παραγωγής για 

καθεµία από τις εξεταζόµενες δέκα περιπτώσεις. Έτσι θα διαπιστώσουµε αν τα 

αποτελέσµατα που προέκυψαν για την Κινέζικη οικονοµία µπορούν να θεωρηθούν 

αντιπροσωπευτικά. Επίσης, για κάθε περίπτωση θα εξετάσουµε την ταχύτητα 

σύγκλισης του διανύσµατος T m
v J  προς το διάνυσµα T( )*p , διότι από την ταχύτητα 

αυτή εξαρτάται η ακρίβεια της προσέγγισης. 

Τέλος, µε βάση τα εµπειρικά δεδοµένα που θα λάβουµε από τους δέκα 

πίνακες εισροών- εκροών, ο προσδιορισµός µιας σειράς µεγεθών , η τιµή των οποίων 

σχετίζεται µε την κατανοµή των ιδιοτιµών, θα µας δώσει την δυνατότητα να 

ελέγξουµε την ύπαρξη ή µη άµεσων ποσοτικών συσχετίσεων ανάµεσα στα 

συγκεκριµένα µεγέθη και στα µεγέθη που θα εξάγουµε και προσδιορίζουν την 

ακρίβεια της προσέγγισης 
9
. 

Έτσι, λοιπόν, τα όσα εκτίθενται παραπάνω καλούµαστε να εξετάσουµε βάσει 

εµπειρικών δεδοµένων που προέρχονται από δέκα πίνακες εισροών - εκροών. Οι 

πίνακες αυτοί αφορούν πέντε χώρες, για κάθε χώρα, όµως, θα εξετασθούν δύο έτη. 

Αυτό πραγµατεύεται το κεφάλαιο 2 της παρούσας εργασίας που ακολουθεί. 

                                                 
8
 Βλ. Mariolis and Tsoulfidis, 2008 

9
 Τον προσδιορισµό των απαιτούµενων για την µελέτη µεγεθών πραγµατεύεται το υποκεφάλαιο 2.2 

της παρούσας εργασίας που ακολουθεί. 
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Εισαγωγή 

Στο παρόν µέρος της εργασίας θα παρουσιάσουµε τα εµπειρικά µας δεδοµένα, 

τους υπολογισµούς που έχουν διεξαχθεί και τα αποτελέσµατα που προέκυψαν. 

Αρχικά, θα περιγράψουµε πώς από τους πίνακες εισροών – εκροών που διαθέτουµε 

εξάγουµε την µήτρα των τεχνικών συντελεστών, το διάνυσµα της άµεσης 

οµοιογενούς εργασίας και το διάνυσµα του πραγµατικού ωροµισθίου. Έπειτα, 

έχοντας πλέον ως δεδοµένα τα µεγέθη [ A,l,b ] θα περιγράψουµε τους απαραίτητους 

για την µελέτη µας υπολογισµούς και θα παραθέσουµε τα αποτελέσµατα που 

προέκυψαν. Περαιτέρω, ακολουθεί ο σχολιασµός των αποτελεσµάτων και η 

προσπάθεια εξαγωγής συµπερασµάτων.    

 

 

2.1 Ανάλυση Εµπειρικών ∆εδοµένων 

Τα δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν, ώστε να πραγµατοποιηθούν οι 

απαραίτητοι για την µελέτη µας υπολογισµοί, προέρχονται από πίνακες εισροών – 

εκροών πέντε συνολικά χωρών. Για κάθε χώρα, όµως, µελετήθηκαν δύο έτη. 

Πρόκειται για συµµετρικούς πίνακες εισροών – εκροών (symmetric input-output 

tables – SIOT), οι οποίοι προέρχονται από την Eurostat.  Συγκεκριµένα, οι πίνακες 

εισροών – εκροών από τους οποίους αντλήθηκαν τα δεδοµένα είναι: της Φινλανδίας 

για τα έτη 1995 και 2004, της Σουηδίας για τα έτη 1995 και 2005, της Γερµανίας για 

τα έτη 2000 και 2002, της Γαλλίας για τα έτη 1995 και 2005 και τέλος της ∆ανίας για 

τα έτη 2000 και 2004. Στους πίνακες εισροών – εκροών όλων των χωρών που 

αναφέραµε εµφανίζονται 59 κλάδοι. Από αυτούς, όµως, κάποιοι είναι µηδενικοί ή 

εµφανίζουν µηδενική εργασία, γι’ αυτό αυτοί είτε αφαιρέθηκαν είτε συναθροίστηκαν 

µε άλλους κλάδους. 

Ειδικότερα, στους πίνακες εισροών – εκροών της Φινλανδίας για τα έτη 1995 

και 2004 ο κλάδος 11 (άντληση αγρού πετρελαίου, φυσικού αερίου) και ο κλάδος 12 

(εξόρυξη µεταλλευµάτων ουρανίου) παρουσιάζουν µηδενική εργασία και γι’ αυτό 

συναθροίστηκαν µε τον κλάδο 13 (εξόρυξη µεταλλούχων µεταλλευµάτων). Συνεπώς, 

όλες οι µήτρες και τα διανύσµατα που προέκυψαν για την Φινλανδία τόσο για το έτος 

1995 όσο και για έτος 2004 είναι διαστάσεων 57×57 και 1×57 αντίστοιχα. Ίσων 

διαστάσεων είναι οι µήτρες και τα διανύσµατα που προέκυψαν για την Γερµανία για 

τα έτη 2000 και 2002, αφού στους αντίστοιχους πίνακες εισροών – εκροών η εργασία 
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είναι µηδενική στους κλάδους 12 και 13, οι οποίοι συναθροίστηκαν µε τον κλάδο 11. 

Στους πίνακες εισροών – εκροών της ∆ανίας για τα έτη 2000 και 2004 µηδενική 

εργασία εµφανίζουν 3 κλάδοι. Ο κλάδος 12, ο κλάδος 13 και ο κλάδος 10 (εξόρυξη 

άνθρακα, λιγνίτη, τύρφης ). Τους κλάδους αυτούς τους συναθροίσαµε µε τον κλάδο 

11. Έτσι, οι µήτρες και τα διανύσµατα που λάβαµε για την ∆ανία είναι διαστάσεων 

56×56 και 1×56 αντίστοιχα. 

Η Σουηδία τόσο για το έτος 1995 όσο και για το έτος 2005 εµφανίζει 

µηδενική εργασία στους κλάδους 11 και 12, τους οποίους συναθροίσαµε µε τον 

κλάδο 13. Επιπλέον, από τον πίνακα εισροών – εκροών της Σουηδίας για το έτος 

1995 αφαιρέθηκαν ο κλάδος 14 (λοιπά ορυχεία και µεταλλεία), ο κλάδος 16 

(παραγωγή προϊόντων καπνού), ο κλάδος 51 (χονδρικό εµπόριο) και ο κλάδος 52 

(λιανικό εµπόριο, επισκευή οικιακών συσκευών), καθώς είχαν όλα τα  στοιχεία τους 

µηδενικά. Για τον ίδιο λόγο από τον πίνακα εισροών – εκροών της Σουηδίας για το 

έτος 2005 αφαιρέθηκαν ο κλάδος  14, ο κλάδος 16, ο κλάδος 32 (συσκευές 

ραδιοφωνίας, τηλεόρασης, επικοινωνιών), ο κλάδος 51, ο κλάδος 52 και ο κλάδος 74 

(άλλες επιχειρηµατικές δραστηριότητες). Με βάση, λοιπόν, τα παραπάνω οι µήτρες 

και τα διανύσµατα για το έτος 1995 θα είναι διαστάσεων 53×53 και 1×53 

αντίστοιχα, ενώ για το 2005  51×51 και 1×51. 

Από τα αρχικά στοιχεία της Γαλλίας για το έτος 1995 αφαιρέθηκε ο κλάδος 37 

(ανακύκλωση) που είχε όλα τα στοιχεία του µηδενικά και από το έτος 2005 

αφαιρέθηκε ο κλάδος 37 και ο κλάδος 12 , ο πρώτος διότι είχε όλα του τα στοιχεία 

µηδενικά και ο δεύτερος διότι εµφάνιζε τόσο τα στοιχεία του µηδενικά όσο και την 

εργασία. Έτσι, οι µήτρες και τα διανύσµατα για το έτος 1995 είναι διαστάσεων 

58×58 και 1×58 αντίστοιχα, ενώ για το 2005  57×57 και 1×57. 

Τέλος, πρέπει να αναφέρουµε πως τα αρχικά στοιχεία τα συλλέξαµε σε µορφή 

excel, ενώ για τους υπολογισµούς µας εργαστήκαµε µε το πρόγραµµα 

‘‘Mathematica’’. 
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2.1.1 Εξαγωγή της Μήτρας Τεχνικών Συντελεστών 

Η Ανάλυση Εισροών – Εκροών έχει εξελιχθεί σ’ ένα πολύ σηµαντικό κλάδο 

της οικονοµικής επιστήµης. Αντιλαµβάνεται την οικονοµία ως ένα σύστηµα και την 

παρουσιάζει µε την βοήθεια ενός πίνακα εισροών – εκροών. Ένας πίνακας εισροών – 

εκροών αναφέρεται σε µια συγκεκριµένη οικονοµική περιοχή και συνήθως καλύπτει 

χρονική περίοδο ενός έτους. Κάθε οικονοµική περιοχή, είτε αυτή είναι κράτος είτε 

είναι περιφέρεια, διαιρείται σε τοµείς και κλάδους. Σκοπός ενός πίνακα εισροών – 

εκροών είναι να περιγράψει τις συναλλαγές που λαµβάνουν χώρα ανάµεσα τους. 

Αν υποθέσουµε πως µια οικονοµία έχει µόνο δύο τοµείς, τον πρωτογενή που 

συµβολίζουµε µε τον αριθµό 1 και τον δευτερογενή που συµβολίζουµε µε τον αριθµό 

2, τότε ένας τυπικός πίνακας εισροών – εκροών, απλής παραγωγής (single 

production), που περιγράφει αυτή την οικονοµία έχει την παρακάτω µορφή: 

                                         Πίνακας 1 

                  Εκροές  

Εισροές  

 

      Ενδιάµεση  Ζήτηση 

   Τελική  

   Ζήτηση  

    Συνολικές 

     Εκροές   

     Τοµείς            1                        2   

          1        11Z                   12Z                        Y1           X1 

          2        21Z                   22Z        Y2           X2 

Προστιθέµενη αξία           V1                   V2        
 

  

Συνολικές εκροές           X1                   X2         

     

όπου 
ij

Z  η σε χρήµα εκφρασµένη ποσότητα του εµπορεύµατος i που εισέρχεται στην 

παραγωγή του εµπορεύµατος j, Vj  οι πρωτογενείς εισροές που απαιτήθηκαν για την 

παραγωγή του τοµέα j, Yj η τελική ζήτηση του τοµέα j και Xj οι συνολικές εκροές του 

τοµέα  j. Με λίγα λόγια, ένας πίνακας εισροών – εκροών είναι ένας ‘‘πίνακας διπλής 

εισόδου όπου ο κάθε τοµέας εµφανίζεται δύο φορές. Μια φορά στις γραµµές του 

πίνακα ως παραγωγός προϊόντων (εκροών) για ικανοποίηση της ενδιάµεσης και 

τελικής ζήτησης, και µια φορά στις στήλες του πίνακα ως αγοραστής αγαθών και 

υπηρεσιών (εισροών) για την παραγωγή των προϊόντων του’’
10

. 

Για µια οικονοµία µε n- παραγωγικούς τοµείς ο αντίστοιχος πίνακας εισροών- 

εκροών θα είχε την ακόλουθη µορφή: 

                                                 
10

 Βλ. Λίβας, (1994, σελ. 15 § 2.1) 
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                                         Πίνακας 2 

 Εκροές 

Εισροές  

 

Ενδιάµεση   Ζήτηση 

Τελική  

Ζήτηση  

Συνολικές  

Εκροές  

      Τοµείς    1            2      …        n   

           1 
11Z          12Z      …     1n

Z        Y1           X1 

           2 
21Z         22Z       …    2n

Z        Y2           X2 

          … …           …       …     …       ….           … 

n 
1n

Z         2n
Z       …    

nn
Z         Yn           Xn 

Προστιθέµενη 

αξία 

V1         V2       …      Vn   

Συνολικές εκροές X1         X2      …       Xn   

 

Οι πίνακες εισροών – εκροών που έχουµε στην διάθεση µας έχουν ανάλογη 

µορφή µε τους πίνακες που παρουσιάσαµε παραπάνω. Από αυτούς τους πίνακες 

είµαστε σε θέση να εξάγουµε για κάθε χώρα την µήτρα A , δηλαδή την µήτρα 

τεχνικών συντελεστών. Κάθε στοιχείο της µήτρας τεχνικών συντελεστών µας δείχνει 

την ποσότητα του κάθε αγαθού που απαιτείται ώστε να παραχθεί ποσότητα µιας 

νοµισµατικής µονάδας από το προϊόν του κάθε παραγωγικού τοµέα. Πιο 

συγκεκριµένα αν η µήτρα τεχνικών συντελεστών είναι της µορφής:     

 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a

a a a

a a a

    α           
              =
                 
 

                 

A

K

K

K K K K

K

 

το στοιχείο 11a  της µήτρας A υποδηλώνει την ποσότητα του αγαθού 1 που απαιτείται 

για να παραχθεί ποσότητα αξίας µιας νοµισµατικής µονάδας από το προϊόν του 

κλάδου 1, το στοιχείο  12α  υποδηλώνει την ποσότητα του αγαθού 1 που απαιτείται 

για να παραχθεί ποσότητα αξίας µιας νοµισµατικής µονάδας από το προϊόν του 

κλάδου 2, κτλ. 

Αν, λοιπόν, όπως ορίσαµε πριν 
ij

Z  είναι η ποσότητα του εµπορεύµατος i που 

εισέρχεται σε όλη την παραγωγή του εµπορεύµατος του κλάδου j και Χj οι συνολικές 



 20 

εκροές του τοµέα  j, τότε κάθε στοιχείο της µήτρας A  προκύπτει ‘‘διαιρώντας κάθε 

στοιχείο 
ij

Z  του πίνακα εισροών- εκροών µε το σύνολο της στήλης στην οποία το 

υπόψην στοιχείο καταχωρείται’’
11

.  

Άρα ισχύει:                                
ij

ij

j

Z
a

X
=                                                                   (13) 

Σηµειώνουµε πως στους πίνακες εισροών – εκροών που διαθέτουµε το σύνολο της 

στήλης στην οποία το κάθε στοιχείο καταχωρείται εµφανίζεται στην γραµµή µε την 

ονοµασία Output at basic prices (συνολική παραγωγή σε βασικές τιµές). 

Με λίγα λόγια, για κάθε χώρα διαθέτουµε τα στοιχεία της µήτρας Z . Για κάθε 

στοιχείο 
ij

Z  της µήτρας Z ισχύει το εξής  

                                 
ij i ij j

Z p a x=                                                                    (14) 

όπου 
i

p  η χρηµατική τιµή µιας µονάδας του εµπορεύµατος i, 
ij

a  οι µονάδες του 

εµπορεύµατος i που απαιτούνται για να παραχθεί µια µονάδα του εµπορεύµατος j και 

j
x  η ακαθάριστη εκροή εκφρασµένη σε φυσική ποσότητα. 

Επίσης ισχύει:                     
i i i

X p x=                                                                     (15) 

Έστω, τώρα, πως έχουµε µια οικονοµία µε δύο παραγωγικούς τοµείς που 

περιγράφεται από τον Πίνακα 1. Η µήτρα Z αυτής της οικονοµίας έχει την µορφή: 

                                        
11 12

21 22

Z Z

Z Z

 
=  

 
Z  

ή, ισοδυνάµως,  

 

                                        
1 11 1 1 12 2

2 21 1 2 22 2

p a x p a x

p a x p a x

 
=  

 
Z  

Επίσης, από την σχέση (15) ισχύει: 

                                                    
1 1

2 2

p x

p x

 
=  

 
X  

Υποθέτουµε πως η τιµή κάθε προϊόντος ισούται µε µια νοµισµατική µονάδα. 

Θεωρούµε, δηλαδή, ως φυσική µονάδα µέτρησης κάθε εµπορεύµατος εκείνη την 

ποσότητα του που πωλείται µια νοµισµατική µονάδα. Με βάση αυτή την υπόθεση 

1 2 1p p= = . 

 

                                                 
11

 Βλ. Λίβας, (1994, σελ. 15 § 2.1) 



 21 

Άρα,  

                            
11 1 12 2

21 1 22 2

a x a x

a x a x

 
=  

 
Z         και       

1

2

x

x

 
=  

 
X  

Για να προκύψει, λοιπόν, η µήτρα τεχνικών συντελεστών, δηλαδή η µήτρα  

                                              
11 12

21 22

a a

a a

 
=  

 
A     

Θα πολλαπλασιάσουµε την µήτρα Z  µε την αντίστροφη της διαγωνίου του X , ήτοι 

µε την 
1

2

1/ 0
( )

0 1/

x

x

∧
−1  

=  
 

X . 

Συνεπώς,    1( )
∧

−≡A Z X . 
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2.1.2 Εξαγωγή του ∆ιανύσµατος της Άµεσης, Οµοιογενούς Εργασίας  

Στην πραγµατικότητα η εργασία είναι ετερογενής. Έτσι και στους εµπειρικούς 

πίνακες που διαθέτουµε η εργασία εµφανίζεται ως ετερογενής. Κι’ αυτό συµβαίνει 

διότι η αγορά εργασίας δεν χαρακτηρίζεται από ένα ενιαίο ονοµαστικό-χρηµατικό 

ωροµίσθιο. Οι µισθοί των εργαζοµένων αντανακλούν διαφορετικά ονοµαστικά 

ωροµίσθια για κάθε κλάδο. Για να προχωρήσουµε, λοιπόν, στους υπολογισµούς µας 

θα πρέπει να εξάγουµε ένα διάνυσµα άµεσης οµοιογενούς εργασίας. Αυτό θα γίνει 

µετατρέποντας την ετερογενή εργασία σε οµοιογενή µε την ακόλουθη µέθοδο: 

Το διάνυσµα της απασχόλησης µπορεί να γραφεί ως εξής 

                       1 2 1 1 2 2[ , , , ] [ , , , ]
n n n

L L L l X l X l X
∗ ∗ ∗= =L K K  

όπου 
j

L ο αριθµός των εργαζοµένων στον κλάδο j. Σηµειώνουµε ότι το µέγεθος αυτό 

δίνεται από την γραµµή µε την ονοµασία Labour Inputs – 1000 persons του κάθε 

πίνακα εισροών – εκροών,  jl
∗  η ποσότητα εργασίας που απαιτείται ώστε να παραχθεί 

µία µονάδα του αγαθού j και j jl X
∗  η συνολική ποσότητα εργασίας που απαιτείται για 

να παραχθεί το αγαθό j. 

Οι αποζηµιώσεις των µισθωτών ως διάνυσµα περιγράφονται από τον τύπο 

                                   1 2 1 1 2 2[ , , , ] [ , , , ]
n n n

W W W w L w L w L= =W K K  

όπου 
j

w το ονοµαστικό ωροµίσθιο του κλάδου j, το οποίο δίνεται από τον τύπο 

                                     1 2 1 1 2 2[ , , , ] [ / , / , , / ]
n n n

w w w W L W L W L=K K  

Το διάνυσµα ανοµοιογενούς εργασίας, το οποίο µας δίνει την εργασία ανά 

µονάδα παραγόµενου προϊόντος σε κάθε κλάδο, προκύπτει ως εξής  

                                    1

1 1 2 2 1 2( ) ( / , / , , / ) ( , , , )
n n n

L X L X L X l l l
∧

− ∗ ∗ ∗= =L X K K    

Στη συνέχεια, θα πρέπει να εντοπίσουµε εκείνο το ονοµαστικό ωροµίσθιο που έχει 

την ελάχιστη τιµή, το οποίο συµβολίζουµε µε minw . 

Το διάνυσµα l των εισροών σε άµεση οµοιογενή εργασία δίνεται από τον τύπο 

                                          1 2
1 2

min min min

[ , , , ]n
n

ww w
l l l

w w w

∗ ∗ ∗=l K  

Με λίγα λόγια, µε αυτόν τον τρόπο οµογενοποιούµε την εργασία µε βάση την 

εργασία εκείνου του κλάδου στον οποίο το ονοµαστικό ωροµίσθιο έχει την µικρότερη 

τιµή. 
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2.1.3 Εξαγωγή του ∆ιανύσµατος του Πραγµατικού Ωροµισθίου 

Από τα στοιχεία που λαµβάνουµε από τους πίνακες εισροών – εκροών 

δυνάµεθα να υπολογίσουµε και το διάνυσµα του πραγµατικού ωροµισθίου. Πρόκειται 

για διάνυσµα στήλη διαστάσεων 57×1 για τις χώρες της Φινλανδίας και της 

Γερµανίας, 53×1 για το έτος 1995 της Σουηδίας, 51×1 για το έτος 2005 της 

Σουηδίας, 56×1 για τα δύο έτη της ∆ανίας, 58×1 και 57×1 για τα έτη 1995 και 2005 

της Γαλλίας. Η βασική υπόθεση στην οποία στηριζόµαστε για να εξάγουµε το 

διάνυσµα του πραγµατικού ωροµισθίου είναι πως όλα τα νοικοκυριά κάθε χώρας που 

µελετάµε χαρακτηρίζονται από µια ενιαία σύνθεση κατανάλωσης, δηλαδή 

υποθέτουµε ότι η σύνθεση του πραγµατικού ωροµισθίου είναι ίδια µε τη σύνθεση της 

τελικής κατανάλωσης των νοικοκυριών. Το µέγεθος αυτό δίνεται από τη στήλη µε 

την ονοµασία Final Consumption Expenditure by households του κάθε πίνακα 

εισροών – εκροών και το συµβολίζουµε ως εξής 

1

2

n

C

C
C

C

 
 
 =
   
 
 

M
 

Το διάνυσµα του πραγµατικού ωροµισθίου b προσδιορίζεται από τον τύπο  

 min

T

w
=b C

e C
 

ή, ισοδυνάµως, 

                                                

1

2min

1 2( )
n

n

C

Cw

C C C

C

 
 
 =
   + + +
 
 

b
MK

                          (16) 

Ας δούµε τώρα πως προκύπτει ο τύπος αυτός:  

Το ωροµίσθιο σε όρους των τιµών παραγωγής δίδεται  από την σχέση 

                                               w = pb                                                             (17) 

 

Επίσης,  ισχύει πως                            c=b C                                                             (18) 

 

όπου w  το ονοµαστικό ωροµίσθιο, p  το 1× n  διάνυσµα των τιµών, C  το διάνυσµα 

της σύνθεσης του πραγµατικού ωροµισθίου και c το βαθµωτό που παριστά το ύψος 

του πραγµατικού ωροµισθίου. 

Από τις (17) και (18) λαµβάνουµε 
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w

c ≡
p C

                                                           (19) 

Τώρα, η (18) γράφεται 

                                        
T

w w
c= = =b C C C

pC e C
                                          

Για να προσδιορίσουµε το διάνυσµα του πραγµατικού ωροµισθίου 

λαµβάνουµε εκείνο το 
j

w  που έχει την ελάχιστη τιµή, δηλαδή το minw , όπως ακριβώς 

και κατά την διαδικασία οµογενοποίησης της εργασίας 
12

. Άρα το διάνυσµα του 

πραγµατικού ωροµισθίου δίνεται από την σχέση:  

min

T

w
=b C

e C
 

 

 ή, ισοδυνάµως, 

                                                 

1

2min

1 2( )
n

n

C

Cw

C C C

C

 
 
 =
   + + +
 
 

b
MK

.                             

                                                 
12

 Υπενθυµίζουµε ότι, έχουµε υποθέσει πως θεωρούµε ως φυσική µονάδα µέτρησης κάθε 

εµπορεύµατος εκείνη την ποσότητα του που αξίζει µια νοµισµατική µονάδα, γι’ αυτό 
T=p e .  
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2.2 Υπολογισµός των Υπολοίπων Απαιτουµένων Μεγεθών 
 

Για να ελεγχθεί η ορθότητα των όσων υποστηρίξαµε στo κεφάλαιο που 

προηγήθηκε απαιτείται η διεξαγωγή κάποιων υπολογισµών για την εξαγωγή 

ορισµένων µεγεθών. Στο παρόν υποκεφάλαιο θα περιγράψουµε µια σειρά από 

υπολογισµούς που έχουν διεξαχθεί για το σκοπό αυτό. Σηµειώνουµε πως καθένας από 

τους υπολογισµούς που θα παρουσιάσουµε εφαρµόστηκε και για τις δέκα 

περιπτώσεις, έχοντας δηλαδή χρησιµοποιήσει τα εµπειρικά δεδοµένα και από τους 10 

πίνακες εισροών – εκροών που αναφέραµε στην αρχή του κεφαλαίου. Συνεπώς, για 

όποιο µέγεθος υπολογίσαµε λάβαµε 10 διαφορετικές τιµές, δείγµα σχετικά 

ικανοποιητικό για να διαπιστώσουµε αν παρατηρείται κάποια συστηµατικότητα 

στους προσδιοριστικούς παράγοντες της συµπεριφοράς των τιµών παραγωγής.  

Έτσι, µε δεδοµένα τα µεγέθη [ A,l,b ], έχουν εκτιµηθεί τα ακόλουθα µεγέθη: 

i. Το µέγιστο ποσοστό κέρδους του συστήµατος * * 1(1 )( )R λ λ −≡ − , όπου ως 

γνωστόν *λ  είναι η Perron-Frobenius ιδιοτιµή της µήτρας Α . Για κάθε 

περίπτωση, λοιπόν, υπολογίσαµε τις ιδιοτιµές της µήτρας Α . Από αυτές 

εκείνη που έχει την µεγαλύτερη τιµή αποτελεί την Perron-Frobenius ιδιοτιµή. 

Εισάγοντας την τιµή της στον τύπο του µέγιστου ποσοστού κέρδους λάβαµε 

την αριθµητική του τιµή. 

 

ii. Το διάνυσµα των τιµών παραγωγής Tp καθώς και το ποσοστό κέρδους του 

συστήµατος r . Και τα δύο µεγέθη προσδιορίστηκαν βάση της ιδιοεξίσωσης 
13

 

                                            T T(1 )r= +p p C                                                         (20) 

      όπου T≡ +C A bl  . 

      Από την (20) λαµβάνουµε:   T T1

1 r

  = + 
p p C                                               (21) 

       

      Με βάση την σχέση (21) το αριστερό Perron-Frobenius ιδιοδιάνυσµα της   

µήτρας C  µας δίνει το διάνυσµα των τιµών παραγωγής 
14

,  

                                                 
13

 Ως γνωστόν το ωροµίσθιο σε όρους των τιµών παραγωγής δίδεται από τον τύπο 
Tw = p b . 

Εισάγοντας την σχέση αυτή στην σχέση (1) λαµβάνουµε την σχέση (20). 
14

 Σηµειώνουµε πως όλα τα στοιχεία του διανύσµατος των τιµών παραγωγής 
Tp πρέπει να είναι 

οµόσηµα. Στην περίπτωση που εµφανίζονται µε αρνητικό πρόσηµο τα πολλαπλασιάζουµε µε (-1), 

ώστε να µετατραπούν σε θετικά.  
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      ενώ η Perron-Frobenius ιδιοτιµή της µήτρας C  ισούται µε το µέγεθος 
1

1 r

 
 + 

. 

Εποµένως, για κάθε περίπτωση, έχοντας υπολογίσει το αριστερό Perron-

Frobenius ιδιοδιάνυσµα της µήτρας C και την Perron-Frobenius ιδιοτιµή της, 

προσδιορίστηκαν τόσο το διάνυσµα των τιµών παραγωγής όσο και το 

ποσοστό κέρδους του συστήµατος.   

 

iii. Το σχετικό ποσοστό κέρδους 
r

R
ρ ≡  

 

iv. Το διάνυσµα των εργασιακών αξιών T T 1[ ]−≡ −v l I A  και η µήτρα J , την 

οποία έχουµε ορίσει ως [ ]R R −1≡ ≡ −J H A I Α . 

 

v. Η προσέγγιση του διανύσµατος των τιµών παραγωγής µε βάση την 

δευτεροβάθµια προσέγγιση της σχέσης (10) και την τιµή του ισχύοντος 

σχετικού ποσοστού κέρδους ρ , που προέκυψε για κάθε περίπτωση. Την 

προσέγγιση αυτή συµβολίζουµε µε a T( )p . 

 

vi. Η ‘‘d-distance’’ ανάµεσα στο πραγµατικό διάνυσµα των τιµών παραγωγής Tp  

και στην προσέγγιση του διανύσµατος των τιµών παραγωγής a T( )p . Η ‘‘d-

distance’’ συνιστά ένα µέτρο απόκλισης ανάµεσα σε δυο διανύσµατα, το 

οποίο είναι ανεξάρτητο από τις φυσικές µονάδες µέτρησης. Το µέγεθος αυτό 

ορίζεται ως 2(1 cos )d θ≡ − , όπου θ είναι η ευκλείδια γωνία ανάµεσα στα 

διανύσµατα T a 1ˆ( )−p p , όπου aˆ( )p είναι η διαγώνια µήτρα που σχηµατίζεται µε 

τα στοιχεία του ap , και εκείνο το διάνυσµα στήλη, του οποίου όλες οι 

συνιστώσες ισούνται µε 1 (column summation vector), ήτοι T[1,1,...,1]=e . Το 

συνηµίτονο της γωνίας θ ορίζεται ως εξής: 
T a 1

T a 1

ˆ( )
cos

ˆ( )
θ

−

−
=

p p e

p p e
. 

 

vii. Οι ευκλείδιες γωνίες ανάµεσα στα * T( )p  και Tl , και ανάµεσα στα * T( )p και 

T m
v J , µε 0,1,2,...,5m = . Τις γωνίες αυτές συµβολίζουµε µε φ  και  

m
φ , 
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αντιστοίχως και εκφράζονται σε µοίρες. Το συνηµίτονο της ευκλείδιας γωνίας 

ανάµεσα στα * T( )p  και Tl ορίζεται ως 
* T T

* T T

( )
cos

( )
θ =

p l

p l
 και το συνηµίτονο 

της ευκλείδιας γωνίας ανάµεσα στα * T( )p και T m
v J , µε 0,1,2,...,5m = , 

ορίζεται ως 
* T T

* T T

( )
cos

( )

m

m
θ =

p v J

p v J
. 

 

viii. Οι ‘‘d-distance’’ ανάµεσα στα * T( )p  και Tl , και ανάµεσα στα * T( )p και T m
v J , 

µε 0,1,2,...,5m = , µεγέθη τα οποία συµβολίζουµε µε d και 
m

d αντίστοιχα. 

Όπως και παραπάνω ορίσαµε  2(1 cos )d θ≡ − .  

      Το συνηµίτονο της γωνίας θ για να υπολογίσουµε την ‘‘d-distance’’ ανάµεσα 

στα * T( )p  και Tl ορίζεται ως 
* T 1

* T 1

ˆ( ) ( )
cos

ˆ( ) ( )

−

−
=

p l e

p l e
θ , ενώ για τις ‘‘d-distance’’ 

ανάµεσα στα * T( )p και T m
v J , µε 0,1,2,...,5m =  δίνεται από τον τύπο 

·

·

* T T 1

* T T 1

( ) ( )
cos

( ) ( )

m

m

−

−
=

p v J e

p v J e
θ .  

 

ix. Οι λόγοι 1/ max( )iΛ και 1/ min( )iΛ . 

 

x. Ο λόγος 1/
i

µ , όπου το 
i

µ  παριστά το µέσο όρο των iΛ , δηλαδή 

                                2

1

n

i

i
i

n
µ =

Λ
≡

−

∑
 

 

xi. Η τυπική απόκλιση, 
i

σ , των iΛ , δηλαδή 

 2

2

[1/ ( 1)] ( )
n

i i i

i

nσ µ
=

≡ − Λ −∑  

 

 

 

 

 



 28 

xii. H σχετική (ή τυποποιηµένη) εντροπία των ιδιοτιµών της µήτρας J  ,  ( )ε Λ , η 

οποία ορίζεται ως  

 
( )

( )
log

E

n
ε

Λ
Λ ≡  

       όπου 
1

( ) log
n

k k

k

E τ τ
=

Λ ≡ −∑ , 
1

/
n

k k k

k

τ
=

≡ Λ Λ∑ , *

1 1Λ ≡ Λ =  και log n  η µέγιστη              

τιµή της εντροπίας ( )E Λ . Η εντροπία είναι ένα µέτρο που µας δείχνει την 

οµοιότητα των στοιχείων εκείνων για τα οποία υπολογίζεται. Όσο πιο όµοια 

είναι τα εξεταζόµενα στοιχεία, τόσο µεγαλύτερη θα είναι και η εντροπία 
15

. 

Στην υποθετική περίπτωση που όλες οι ιδιοτιµές έχουν το ίδιο µέτρο, τότε 

1/
k

nτ = , k∀ . Στην περίπτωση αυτή η εντροπία γίνεται µέγιστη και ισούται 

µε log n . Επειδή, όµως, παρατηρήθηκε  ότι η εντροπία εξαρτάται από το 

πλήθος των ιδιοτιµών (δηλ. το n), είναι αναγκαίο, προκειµένου τα 

αποτελέσµατα να είναι συγκρίσιµα µεταξύ τους, να υπολογισθεί η σχετική (ή 

τυποποιηµένη) εντροπία.   

  

xiii. Και, τέλος ο γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών ιδιοτιµών της µήτρας  

J , ο οποίος δίνεται από το γινόµενο των υποδεσποζουσών ιδιοτιµών υψωµένο 

στην δύναµη 1 / 1n −  
16

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                 
15

 Για µία εισαγωγή στην έννοια της εντροπίας, βλ. π.χ. Γκυγιωµώ ([1965] 1984, κεφ. 4), Petz (2001) 

και Schneider (2007), ενώ για εφαρµογές της σε πίνακες εισροών-εκροών, βλ. π.χ. Proops (1983) και 

Soofi (1992). 
16

 Σηµειώνεται ότι, για την εκτίµηση της σχετικής εντροπίας και του γεωµετρικού µέσου 

παραλείφθηκαν οι µηδενικές υποδεσπόζουσες ιδιοτιµές, ώστε να είναι δυνατή η πραγµατοποίηση του 

υπολογισµού.   
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2.3 Παράθεση Πινάκων µε τα Συνολικά Αποτελέσµατα  

Συνολικά παρατίθενται δέκα πίνακες. Ένας για κάθε χώρα και κάθε έτος που 

µελετήσαµε. Ο πρώτος πίνακας που παραθέτουµε αφορά στα αποτελέσµατα των 

µετρήσεων µας για την Φινλανδία και το έτος 1995, µε βάση τα εµπειρικά δεδοµένα 

που λάβαµε από τον αντίστοιχο πίνακα εισροών – εκροών της. Ο δεύτερος 

περιλαµβάνει τα αποτελέσµατα που προέκυψαν για την Φινλανδία και το έτος 2004. 

Έπειτα, ακολουθούν οι πίνακες αποτελεσµάτων της Σουηδίας (για τα έτη 1995 και 

2005), της Γερµανίας (για τα έτη 2000 και 2002), της Γαλλίας (για τα έτη 1995 και 

2005) και της ∆ανίας (για τα έτη 2000 και 2004).  

Σε κάθε πίνακα αποτελεσµάτων περιλαµβάνονται τα ακόλουθα µεγέθη: 

♦ Το µέγιστο ποσοστό κέρδους του συστήµατος R , το ποσοστό κέρδους του 

συστήµατος r , καθώς και το σχετικό ποσοστό κέρδους του συστήµατος ρ  . 

♦ Το µέγεθος d-distance, µε το οποίο µετρήσαµε σε ποιο βαθµό το διάνυσµα 

των τιµών παραγωγής Tp αποκλίνει από την δευτεροβάθµια προσέγγιση του 

διανύσµατος των τιµών παραγωγής a T( )p . 

♦  Τις ευκλείδιες γωνίες  
m

φ  και τις d-distance 
m

d , µε 0,1,2,...,5m = , µεγέθη µε 

τα οποία µετρήσαµε την ταχύτητα σύγκλισης του διανύσµατος T m
v J  προς το 

αριστερό Perron-Frobenius ιδιοδιάνυσµα της J , το * T( )p  
17

. 

♦ Τέλος, κάθε πίνακας αποτελεσµάτων περιλαµβάνει τα µεγέθη 1/
i

µ ,
i

σ , ( )ε Λ , 

τον γεωµετρικό µέσο καθώς και τους λόγους 1/ max( )iΛ  και 1/ min( )iΛ . 

Όπως αναπτύχθηκε στο θεωρητικό πλαίσιο η κατανοµή των ιδιοτιµών 

επηρεάζει την ακρίβεια της προσέγγισης Bienenfeld. Αυτό που στην παρούσα 

εργασία εξετάσαµε είναι αν κάποιο από τα παραπάνω µέτρα που έχουµε 

εξάγει, των οποίων η τιµή επηρεάζεται και εξαρτάται άµεσα από την 

κατανοµή των ιδιοτιµών, συσχετίζεται ποσοτικά µε τα µεγέθη τα οποία 

προσδιορίζουν την ακρίβεια της προσέγγισης Bienenfeld, δηλαδή τα 0d , 

1d , 2d , 3d , 4d , 5d  και το d-distance. 

                                                 
17

 Επίσης, κάθε πίνακας περιλαµβάνει την ευκλείδια γωνία φ  και την απόσταση d , µε τις οποίες 

µετρήσαµε την ταχύτητα σύγκλισης του διανύσµατος * T( )p  προς το T
l . Τα µεγέθη αυτά 

υπολογίστηκαν προκειµένου να έχουµε µια εικόνα για το πόσο αποκλίνει το * T( )p  από το διάνυσµα 

της άµεσης εργασίας, καθώς το διάνυσµα 
T

v  περιλαµβάνει τόσο την άµεση όσο και την έµµεση 

εργασία. 
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Φινλανδία 1995 

 

 

 

R r ρ d-distance 

0.698612 

 

0.322753 

 

0.461992 

 

0.0120138 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

54.83
 o

 36.34
 o

 13.81
 o

 7.04 
o
 3.84

 o 2.18
 o 1.26

 o 

 
 

 

 

d  

 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.838159 0.556841 0.218446 0.0987621 0.0518055 0.0292875 0.0170774 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

1.67621 735.9 10.0276 0.124252 0.825426 

 
 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.0467168 
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Φινλανδία 2004 

 

 

 

R r ρ d-distance 

0.645124 

 

0.325051 

 

0.503858 

 

0.0573515 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

61.23
 o

 47.96
 o

 35.77
 o

 31.12
 o

 27.315
 o 23.89

 o 20.79
 o 

 
 

 

 

d  

 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.914663 0.729065 0.438187 0.306725 0.241129 0.198437 0.16643 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

1.17687 2517.05 9.70933 0.140509 0.821757 

 
 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.047412 
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Σουηδία 1995 

 

 

 

R r ρ d-distance 

0.858988 

 

0.336359 

 

0.391576 

 

0.247068 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

46.03
 o

 27.11
 o

 6.71
 o

 3.01
 o

 1.46
 o 0.72

 o 0.36
 o 

 
 

 

 

d  
 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.764934 0.407585 0.119597 0.0493886 0.0223746 0.0106478 0.00522168 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

1.8814 299.881 10.1936 0.116801 0.8281 

 
 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.050059 
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Σουηδία 2005 

 

 

 

R r ρ d-distance 

0.806949 

 

0.296754 

 

0.367749 

 

0.435885 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

48.07
 o

 27.01
 o

 5.35
 o

 2.13
 o

 0.91
 o 0.39

 o 0.17
 o 

 
 

 

 

d  
 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.922562 0.403634 0.100909 0.0337628 0.012555 0.00493871 0.00199777 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

2.36927 1092.06 10.1224 0.100033 0.849085 

 
 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.0523948 
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Γερµανία 2000 

 

 

 

R r ρ d-distance 

1.000692 

 

0.342489 

 

0.342252 

 

0.0344148 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

49.67
 o

 30.87
 o

 9.65
 o

 4.80
 o

 2.51
 o 1.34

 o 0.72
 o 

 
 

 

 

d  
 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.73067 0.47238 0.186393 0.0849539 0.0442942 0.0243148 0.0135757 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

1.75327 729.625 5.60991 0.152475 0.899935 
 
 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.106464 
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Γερµανία 2002 

 

 

R r ρ d-distance 

1.051947 

 

0.362079 

 

0.344199 

 

0.0333122 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

49.59
 o

 31.14
 o

 9.99
 o

 5.31
 o

 3.03
 o 1.76

 o 1.03
 o 

 
 

 

 

d  
 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.729216 0.485268 0.200973 0.0933174 0.0509082 0.0302593 0.0184806 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

1.64054 158.114 5.62498 0.153212 0.900327 
 
 

 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.110864 
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Γαλλία 1995 

 

 

 

R r ρ d-distance 

0.899382 

 

0.322096 

 

0.35813 

 

0.00657399 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

46.99
 o

 28.82
 o

 9.27
 o

 3.90
 o

 1.64
 o 0.72

 o 0.35
 o 

 
 

 

 

d  

 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.781871 0.477549 0.176878 0.0720724 0.0266772 0.00975886 0.00394674 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

1.6364 29324.4 7.60578 0.146528 0.855871 
 
 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.0591736 
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Γαλλία 2005 

 

 

 

R r ρ d-distance 

0.854768 

 

0.308133 

 

0.360488 

 

0.0284868 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

51.72
 o

 31.22
 o

 11.51
 o

 6.46
 o

 3.83
 o 2.33

 o 1.41
 o 

 
 

 

 

d  

 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.800513 0.483394 0.18644 0.0868566 0.0426762 0.0229299 0.013193 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

1.70183 817.635 7.81515 0.1229 0.880323 
 
 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.0760763 
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∆ανία 2000 

 

 

 

R r ρ d-distance 

0.920152 

 

0.344212 

 

0.374082 

 

0.32531 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

47.96
 o

 28.50
 o

 8.33
 o

 3.75
 o

 1.86
 o 0.98

 o 0.52
 o 

 
 

 

 

d  
 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.6863 0.419127 0.151149 0.0657803 0.029938 0.0143964 0.00726406 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

1.91403 1541.75 8.45959 0.119592 0.870247 
 
 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.0685443 
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∆ανία  2004 

 

 

 

R r ρ d-distance 

0.866873 

 

0.325896 

 

0.375944 

 

0.372498 

 
 

 

 

φ  φ0 φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 

51.73
 o

 33.06
 o

 13.67
 o

 7.64
 o

 4.48
 o 2.72

 o 1.68
 o 

 
 

 

 

d  

 

d0 d1 d2 d3 d4 d5 

0.791685 0.501937 0.230431 0.122027 0.066943 0.0381638 0.0225155 

 
 

 

 

1/max(|Λi|) 1/min(|Λi|) 1/µi σi ε(Λ) 

1.56767 815.37 9.24808 0.117164 0.863113 

 
 

 

 

Γεωµετρικός µέσος των υποδεσποζουσών 

ιδιοτιµών της µήτρας J  

0.0651998 
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2.4 Σχολιασµός και Ερµηνεία Αποτελεσµάτων σε σχέση µε την 

Προσέγγιση Bienenfeld και την Ακρίβεια της. 

Έχει παρατηρηθεί πως η δευτεροβάθµια προσέγγιση του Bienenfeld 

προσεγγίζει αρκετά ικανοποιητικά το διάνυσµα των τιµών παραγωγής. Αυτό που µε 

βεβαιότητα γνωρίζουµε είναι πως για τις ακραίες τιµές του σχετικού ποσοστού 

κέρδους, δηλαδή για 0ρ =  και για 1ρ = , η προσέγγιση είναι απολύτως ακριβής. 

Έτσι, για τις δυο ακραίες τιµές του ρ  το µέγεθος d-distance, µε το οποίο µετράµε την 

απόκλιση του διανύσµατος των τιµών παραγωγής Tp  από την δευτεροβάθµια 

προσέγγιση a T( )p , µηδενίζεται. Για οποιαδήποτε άλλη τιµή του ρ  δεν µπορούµε να 

γνωρίζουµε a priori την τιµή που θα λάβει το d-distance. Στην παρούσα εργασία 

υπολογίσαµε για κάθε περίπτωση την δευτεροβάθµια προσέγγιση a T( )p  µε βάση την 

τιµή του ισχύοντος σχετικού ποσοστού κέρδους. Συνεπώς, και το µέγεθος d-distance 

που έχει υπολογισθεί µετράει την απόκλιση του Tp  από την δευτεροβάθµια 

προσέγγιση a T( )p  µε βάση την τιµή του ισχύοντος ρ , ήτοι µε βάση την ισχύουσα 

κατανοµή του εισοδήµατος. Οι τιµές που έλαβε το d-distance για κάθε χώρα 

παρουσιάζονται στο παρακάτω διάγραµµα: 

 

d-distance

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

Φινλανδία 1995

Φινλανδία 2004

Γερµανία 2000

Γερµανία 2002

Γαλλία 1995

Γαλλία 2005

Σουηδία 1995

Σουηδία 2005

∆ανία 2000

∆ανία 2004
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Παρατηρούµε ότι, στο µεγαλύτερο µέρος του δείγµατος µας όντως το 

διάνυσµα των τιµών παραγωγής προσεγγίζεται αρκετά ικανοποιητικά από την 

δευτεροβάθµια προσέγγιση του Bienenfeld. Ειδικότερα, και για τα δύο έτη της 

Φινλανδίας (1995 και 2004), της Γερµανίας (2000 και 2002) και της Γαλλίας (1995 

και 2005) η τιµή που έλαβε το d-distance είναι εξαιρετικά χαµηλή και κατά συνέπεια 

η προσέγγιση είναι αρκετά ικανοποιητική. Σχετικά ικανοποιητική µπορεί να θεωρηθεί 

και η τιµή που έλαβε το d-distance για την Σουηδία και το έτος 1995, ενώ στις άλλες 

τρεις περιπτώσεις, δηλαδή της Σουηδίας για το έτος 2005 και της ∆ανίας για τα έτη 

2000 και 2004, η δευτεροβάθµια προσέγγιση µε βάση την τιµή του ισχύοντος 

σχετικού ποσοστού κέρδους  δεν πλησιάζει ικανοποιητικά το διάνυσµα των τιµών 

παραγωγής και το d-distance για τις περιπτώσεις αυτές έλαβε υψηλή τιµή 
18

. 

Η ακρίβεια της προσέγγισης Bienenfeld εξαρτάται από την ταχύτητα 

σύγκλισης του διανύσµατος T m
v J  προς το * T( )p . Όσο µικρότερος είναι εκείνος ο 

εκθέτης m  για τον οποίο το διάνυσµα T m
v J  συγκλίνει πολύ κοντά στο * T( )p  τόσο 

πιο ακριβής θα είναι και η προσέγγιση Bienenfeld µε λίγους όρους του δεξιού µέλους 

του πολυωνύµου της σχέσης (8). Με τις ευκλείδιες γωνιές 
m

φ  µετρήσαµε την 

απόκλιση του διανύσµατος T m
v J  από το * T( )p  σε µοίρες, µε 0,1,2,...,5m = . Όσο πιο 

λίγες µοίρες είναι οι ευκλείδιες γωνίες τόσο πιο γρήγορη είναι η σύγκλιση των δύο 

προαναφερόµενων διανυσµάτων. Παρατηρήθηκε, όµως, ότι, οι γωνίες αυτές 

επηρεάζονται από τις φυσικές µονάδες µέτρησης (βλ. Steedman and Tomkins, 1998, 

p. 380). Αν αλλάξουν οι φυσικές µονάδες µέτρησης θα αλλάξουν και οι τιµές που 

λαµβάνουν οι ευκλείδιες γωνίες. Έτσι, απαιτήθηκε ένα µέτρο απόκλισης των δύο 

διανυσµάτων ανεξάρτητο από τις φυσικές µονάδες µέτρησης και περισσότερο 

αξιόπιστο. Το µέτρο αυτό είναι η απόσταση d-distance των δύο διανυσµάτων. 

                                                 
18  Λόγω των συναθροίσεων που πραγµατοποιήθηκαν τα διανύσµατα που προέκυψαν για κάθε χώρα 

δεν είναι ίσων διαστάσεων. Όταν θέλουµε να συγκρίνουµε τα d-distance που προκύπτουν από 

διαφορετικών διαστάσεων διανύσµατα, το απολύτως σωστό είναι να συγκρίνουµε τα λεγόµενα 

‘normalized d-distance’, δηλαδή τον λόγο του d-distance προς την θεωρητικά µέγιστη τιµή του, D. 

Κάθε d-distance έχει µία µέγιστη τιµή η οποία εξαρτάται από τις διαστάσεις των υπό σύγκριση 

διανυσµάτων, δηλαδή εάν τα υπό σύγκριση διανύσµατα είναι διαστάσεων 1×n, τότε η µέγιστη τιµή 

που µπορεί να λάβει το συνηµίτονο της γωνίας που σχηµατίζουν τα δύο διανύσµατα, cosθ, είναι 

1/ n . Εποµένως, η θεωρητικά µέγιστη τιµή του d-distance, D, ισούται µε 2[1 (1/ )]n− . 

Παρόλα αυτά, στη δική µας περίπτωση, τα παραπάνω δεν παίζουν ιδιαίτερο λόγο, διότι τα D δεν 

διαφέρουν πολύ στους πίνακες µας, π.χ. ο 58×58 πίνακας δίνει D ίσο µε 1.318, ενώ ο 51×51 δίνει 

1.311 ( βλ. Mariolis and Soklis, 2009).  
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Συνεπώς, υπολογίστηκαν και οι αποστάσεις d- distance ανάµεσα στα * T( )p και T m
v J , 

µε 0,1,2,...,5m = ,  τις οποίες συµβολίσαµε µε 
m

d . Οι τιµές που έλαβαν οι 

αποστάσεις 
m

d  για κάθε χώρα παρουσιάζονται διαγραµµατικά παρακάτω: 
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Είναι εµφανές από τα διαγράµµατα ότι, όσο αυξάνεται ο εκθέτης m  από 0 σε 

5 τόσο η απόσταση d  ανάµεσα στα διανύσµατα T m
v J  και * T( )p  µειώνεται. Όµως, σε 

όλες σχεδόν τις περιπτώσεις (µε εξαίρεση της Φινλανδίας για το έτος 2004), η τιµή 

που λαµβάνει το µέγεθος 5d , µε το οποίο µετρήσαµε την ταχύτητα σύγκλισης του 

διανύσµατος T 5
v J  προς το * T( )p , είναι αρκετά χαµηλή. Για 5m =  το διάνυσµα T 5

v J  

συγκλίνει πολύ κοντά στο * T( )p . Εποµένως, αφού για 5m =  το διάνυσµα T m
v J  
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αποκλίνει ελάχιστα από το * T( )p , τόσο περισσότερο ακριβής θα είναι η προσέγγιση 

των τιµών παραγωγής µέσω ενός πολυωνύµου χαµηλής τάξης. Με λίγους όρους του 

δεξιού αναπτύγµατος της σχέσης (8) θα λάβουµε ικανοποιητική προσέγγιση, δηλαδή  

λίγοι όροι του πολυωνύµου απαιτούνται για  µία ικανοποιητική σύγκλιση.  
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2.5 Οι Συσχετίσεις που πραγµατοποιήθηκαν και ο Σχολιασµός των 

Αποτελεσµάτων τους 

Η κατανοµή των ιδιοτιµών επηρεάζει την ταχύτητα σύγκλισης του 

διανύσµατος T m
v J  προς το * T( )p , η οποία, µε την σειρά της, καθορίζει την ακρίβεια 

της προσέγγισης Bienenfeld. Για την ακρίβεια το ύψος των λόγων Λ / 1/*

i iΛ = Λ  

επηρεάζει θετικά την ταχύτητα αυτή. Όσο µεγαλύτερη (κατά µέτρο) είναι η Perron – 

Frobenius  ιδιοτιµή της µήτρας J  από τις υπόλοιπες ιδιοτιµές αυτής τόσο 

µεγαλύτεροι θα είναι οι λόγοι 1/ iΛ  και κατά συνέπεια τόσο πιο ακριβής θα είναι η 

πολυωνυµική προσέγγιση. Κατά την διάρκεια της εµπειρικής µας µελέτης 

υπολογίσθηκαν τα µεγέθη 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , ο γεωµετρικός µέσος καθώς και οι λόγοι 

1/ max( )iΛ  και 1/ min( )iΛ , µεγέθη τα οποία θα µπορούσαµε να πούµε πως µας 

δίνουν µια εικόνα σχετικά µε το πώς κατανέµονται οι ιδιοτιµές. Οι τιµές που 

λαµβάνουν τα µεγέθη 
i

σ , ( )ε Λ , 1/
i

µ  και ο γεωµετρικός µέσος εξαρτώνται άµεσα 

από την κατανοµή των ιδιοτιµών, αφού πρόκειται για στατιστικά µέτρα µε την 

βοήθεια των οποίων µετράµε την διασπορά των ιδιοτιµών, την οµοιότητα των 

ιδιοτιµών και την µέση τιµή γύρω από την οποία κινούνται. Το ίδιο ισχύει και για 

τους λόγους 1/ max( )iΛ  και 1/ min( )iΛ . 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι να εξετάσουµε την ύπαρξη ή µη άµεσων 

ποσοτικών συσχετίσεων ανάµεσα στα προαναφερόµενα µεγέθη και στα µεγέθη τα 

οποία προσδιορίζουν την ακρίβεια της προσέγγισης Bienenfeld, δηλαδή στα 0d , 

1d , 2d , 3d , 4d , 5d και στο d-distance. Με λίγα λόγια, αυτό που εξετάσαµε είναι αν 

κάποιο από τα µεγέθη, η τιµή των οποίων επηρεάζεται από την κατανοµή των 

ιδιοτιµών, θα µπορούσε να µας δώσει κάποια πληροφορία σε σχέση µε την ταχύτητα 

σύγκλισης της προσέγγισης. Για παράδειγµα, έστω ότι λαµβάνουµε τον λόγο 

1/ max( )iΛ . Αφού οι λόγοι 1/ iΛ  επηρεάζουν θετικά την ταχύτητα σύγκλισης, όσο 

µεγαλύτερος είναι ο λόγος 1/ max( )iΛ  τόσο γρηγορότερη θα είναι η σύγκλιση, άρα 

τόσο µικρότερη τιµή θα λάβουν τα µεγέθη 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d και το d-distance. 

Έτσι, αναµένουµε αρνητική συσχέτιση µεταξύ του µεγέθους 1/ max( )iΛ  και των 0d , 

1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance. Ελέγχθηκε, λοιπόν , αν ο συντελεστής 2R  ανάµεσα 
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στο µέγεθος 1/ max( )iΛ  και στα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance είναι υψηλός 

και αν η αρνητική συσχέτιση που κανείς αναµένει παρουσιάζεται. Οµοίως πράξαµε 

και για τα υπόλοιπα µεγέθη. 

∆εν πρέπει, βέβαια, να ξεχνάµε ότι η ταχύτητα σύγκλισης επηρεάζεται από 

την κατανοµή όλων των ιδιοτιµών. Εποµένως, η σκέψη για παράδειγµα ότι, η χώρα 

µε το µεγαλύτερο λόγο 1/ max( )iΛ  θα πρέπει κατανάγκην να έχει και την 

γρηγορότερη σύγκλιση, ήτοι τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance µε τις 

χαµηλότερες τιµές, είναι λανθασµένη. Η κατανοµή όλων των ιδιοτιµών επηρεάζει την 

ταχύτητα σύγκλισης και όχι µόνο η µεγαλύτερη ή η µικρότερη υποδεσπόζουσα 

ιδιοτιµή. Τα µεγέθη 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ  και ο γεωµετρικός µέσος εκφράζουν όλες αυτές 

τις ιδιοτιµές µε έναν, και µοναδικό, αριθµό, ενώ οι λόγοι 1/ max( )iΛ  και 

1/ min( )iΛ  σχετίζονται µόνο µε την µεγαλύτερη και την µικρότερη υποδεσπόζουσα 

ιδιοτιµή, πράγµα που συνεπάγεται πως πρέπει να είµαστε ιδιαιτέρως προσεκτικοί στα 

συµπεράσµατά µας. 

Ο έλεγχος για την µορφή της συσχέτισης (θετική/αρνητική) ανάµεσα στα 

µεγέθη  1/ max( )iΛ , 1/ min( )iΛ , 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , τον γεωµετρικό µέσο και στα 0d , 

1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance πραγµατοποιήθηκε σε δυο στάδια. Στο πρώτο στάδιο 

εξετάσαµε αν µε την βοήθεια διαγραµµάτων µπορούµε να εξάγουµε κάποιο 

συµπέρασµα σχετικά µε το πως καθένα από τα παραπάνω στατιστικά µέτρα και τους 

λόγους 1/ max( )iΛ  και 1/ min( )iΛ  µπορεί να συνδέεται µε τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 

5d  και τα d-distance. Για καθένα, λοιπόν, από τα παραπάνω µέτρα και τους λόγους 

1/ max( )iΛ  και 1/ min( )iΛ  κατασκευάστηκαν επτά διαγράµµατα 
19

. Στο πρώτο 

διάγραµµα κάθε µεγέθους τοποθετήσαµε σε ζεύγη τις τιµές που έλαβαν τα 0d , από 

τις δέκα περιπτώσεις χωρών που εξετάσαµε, µε τις τιµές που έλαβε το αντίστοιχο 

µέγεθος για κάθε περίπτωση. Αντίστοιχα, στο δεύτερο διάγραµµα κάθε µεγέθους 

τοποθετήσαµε σε ζεύγη τις δέκα τιµές που έλαβαν τα  1d  µε τις τιµές και πάλι του 

αντίστοιχου  µεγέθους για κάθε περίπτωση. Η διαδικασία αυτή επαναλήφθηκε και για 

τα υπόλοιπα µεγέθη  2d , 3d , 4d , 5d  καθώς και για τα d-distance. Έτσι για κάθε 

                                                 
19

 Τα διαγράµµατα κατασκευάστηκαν µέσω του προγράµµατος ‘‘Mathematica’’ και παρατίθενται στο 

παράρτηµα. 
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µέτρο καθώς και για τους λόγους 1/ max( )iΛ  και 1/ min( )iΛ  προέκυψαν επτά 

διαγράµµατα δέκα σηµείων. Στον κάθετο άξονα κάθε διαγράµµατος εµφανίζονται οι 

τιµές για τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance, ενώ οι τιµές για τα 1/ max( )iΛ , 

1/ min( )iΛ , 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ  και τον γεωµετρικό µέσο εµφανίζονται στον οριζόντιο 

άξονα. Στο σηµείο αυτό πρέπει να σηµειώσουµε ότι, θεωρήσαµε σκόπιµο να 

εξετάσουµε και την ύπαρξη ή µη συσχέτισης ανάµεσα στο µέγεθος d-distance και στο 

σχετικό ποσοστό κέρδους ρ . Έτσι, κατασκευάσαµε ένα επιπλέον διάγραµµα στον 

κάθετο άξονα του οποίου µετρήσαµε τις δέκα τιµές που έλαβαν τα d-distance και 

στον οριζόντιο άξονα τις τιµές του σχετικού ποσοστού κέρδους ρ . 

Από το πρώτο στάδιο ελέγχου, όµως, δεν καταφέραµε να εξάγουµε κάποιο 

συµπέρασµα, αφού τα διαγράµµατα δεν µας έδωσαν σαφή εικόνα για την σχέση κάθε 

µέτρου και των λόγων µε τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d  και τα d-distance. Έτσι 

ακολούθησε το δεύτερο στάδιο ελέγχου όπου πραγµατοποιήθηκαν οι απαραίτητες 

παλινδροµήσεις, ώστε να ελεγχθεί αν η συσχέτιση ανάµεσα στα προαναφερόµενα 

µεγέθη είναι ισχυρή, ήτοι αν ο συντελεστής συσχέτισης 2R  είναι υψηλός. Είναι 

αυτονόητο πως παλινδροµήσεις πραγµατοποιήθηκαν ανάµεσα σε κάθε µέγεθος 

1/ max( )iΛ , 1/ min( )iΛ , 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , τον γεωµετρικό µέσο και  σε καθένα από 

τα µεγέθη 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance. Επίσης, µια επιπλέον παλινδρόµηση 

πραγµατοποιήθηκε ανάµεσα στο σχετικό ποσοστό κέρδους ρ  και στα d-distance. Το 

ρόλο της εξαρτηµένης µεταβλητής σε κάθε παλινδρόµηση έπαιξαν οι αποστάσεις 
m

d  

και d-distance και της ανεξάρτητης µεταβλητής τα 1/ max( )iΛ , 1/ min( )iΛ , 1/
i

µ , 

i
σ , ( )ε Λ  και ο γεωµετρικός µέσος. Αρχικά, για τις παλινδροµήσεις που 

πραγµατοποιήθηκαν λάβαµε ως δείγµα και τις δέκα παρατηρήσεις των 

συσχετιζόµενων µεγεθών. Αποδείχθηκε , όµως, πως η συσχέτιση ανάµεσα στις δέκα 

παρατηρήσεις των εν λόγω µεγεθών δεν είναι υψηλή 
20

.  

                                                 
20

 Πιο συγκεκριµένα, σε σχέση µε τα 0d … 5d  :έχοντας λάβει ως δείγµα και τις 10 παρατηρήσεις το 

2R  έλαβε σχετικά ‘‘καλές ’’ τιµές µόνο στην περίπτωση που εξετάσαµε την σχέση µεταξύ του 

µεγέθους 1/ max( )iΛ  και των µεγεθών 0d … 5d , µε το 
2R να κυµαίνεται από 0.50 έως 0.76. Σε 

όλες τις υπόλοιπες περιπτώσεις το 
2R  ήταν πολύ χαµηλό µε την τιµή του να µην ξεπερνάει το 0.17. Σε 

σχέση µε τα d-distance: έχοντας λάβει ως δείγµα τις 10 παρατηρήσεις για να ελεγχθεί η συσχέτιση 

ανάµεσα στα d-distance και στα υπόλοιπα µεγέθη το 
2R  λαµβάνει τιµές από 0.02 έως 0.62.    
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Παρόλα αυτά η µελέτη µας δεν σταµάτησε στο σηµείο αυτό. Στη συνέχεια, 

για κάθε περίπτωση, προσπαθήσαµε, παρατηρώντας το σχήµα, να διαπιστώσουµε αν 

κάποια σηµεία από το συνολικό δείγµα των δέκα παρατηρήσεων θα µπορούσαν να 

συνδέονται γραµµικά ή ακόµα και λογαριθµικά µεταξύ τους. Για τα σηµεία που 

παρατηρήσαµε πως θα µπορούσαν να συνδέονται εξετάσαµε αν παρουσιάζουν ισχυρή 

συσχέτιση, αν δηλαδή το 2R  είναι υψηλό. Σε σχέση, όµως µε τα µεγέθη 1/
i

µ , 
i

σ , 

( )ε Λ  και τον γεωµετρικό µέσο διαπιστώθηκε ότι, σχεδόν σε όλες τις περιπτώσεις 

πέντε παρατηρήσεις που αφορούν σε συγκεκριµένες οικονοµίες, δηλαδή της 

Σουηδίας (για τα έτη 1995 και 2005), της ∆ανίας (για το έτος 2000) και της 

Γερµανίας (για τα έτη 2000 και 2002), εµφανίζονται σχεδόν πάντα σε κάθε 

παλινδρόµηση. Γι’ αυτό το λόγο επιχειρήσαµε για κάθε περίπτωση να δούµε και την 

συσχέτιση ανάµεσα µόνο σε αυτές τις πέντε παρατηρήσεις. Επίσης, πέρα από τις 

προαναφερόµενες πέντε παρατηρήσεις πολύ συχνά εµφανίζονται και οι παρατηρήσεις 

που αφορούν στην Γαλλία (για τα έτη 1995 και 2005). Έτσι, επιχειρήσαµε να δούµε 

σε κάθε περίπτωση και την συσχέτιση ανάµεσα στις επτά παρατηρήσεις (δηλαδή στις 

πέντε παρατηρήσεις των χωρών που αναφέρονται παραπάνω και στις δυο 

παρατηρήσεις που αφορούν την Γαλλία) .Στο κείµενο που ακολουθεί παραθέτουµε 

τις παρατηρήσεις µας, αρχικά, σε σχέση µε τα µεγέθη 1/ max( )iΛ , 1/ min( )iΛ , 

1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , τον γεωµετρικό µέσο και τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d  και έπειτα, σε 

σχέση µε τα µεγέθη 1/ max( )iΛ , 1/ min( )iΛ , 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , τον γεωµετρικό µέσο 

και τα d-distance. 

Σε σχέση µε τα µεγέθη 1/ max( )iΛ , 1/ min( )iΛ , 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , τον 

γεωµετρικό µέσο και τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d  παρατηρήθηκαν τα εξής: 

� Για το µέτρο 1/
i

µ  και τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d : 

Η συσχέτιση σε όλες τις περιπτώσεις έχοντας λάβει ως δείγµα τις πέντε 

παρατηρήσεις  που προαναφέρθηκαν είναι πολύ ‘‘υψηλή’’. Το 2R  λαµβάνει 

τιµές από 0.89 έως 0.96 και η κλίση της γραµµής της «γραµµικής 

παλινδρόµησης» είναι πάντα αρνητική, όπως θεωρητικά αναµένεται. Αν 

λάβουµε υπόψιν µας και τις άλλες δυο παρατηρήσεις που προαναφέραµε (της 

Γαλλίας για τα έτη 1995 και 2005) και το δείγµα αυξηθεί στις επτά 

παρατηρήσεις, η συσχέτιση µειώνεται, παραµένει όµως αρκετά ‘‘υψηλή’’. Το 

2R  λαµβάνει τιµές από 0.68 έως 0.84 και η κλίση της γραµµής της «γραµµικής 
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παλινδρόµησης» παραµένει αρνητική . Τέλος, πρέπει να αναφέρουµε πως σε 

ορισµένες περιπτώσεις αν λάβουµε τις πέντε παρατηρήσεις που προαναφέραµε 

και προσθέσουµε µόνο τις παρατηρήσεις που αφορούν στο ένα έτος της 

Γαλλίας (και όχι και στα 2 έτη), η συσχέτιση είναι και πάλι ‘‘υψηλή’’: π.χ. για 

το 1d  και το 1/
i

µ  έχοντας λάβει τις πέντε παρατηρήσεις και τις τιµές για το 

έτος 1995 της Γαλλίας προκύπτει 2R =0.92 (χαµηλότερο από το 2R  που δίνουν 

οι πέντε παρατηρήσεις και υψηλότερο από το 2R  που δίνουν οι επτά 

παρατηρήσεις) ή για το 4d  και το 1/
i

µ  έχοντας λάβει τις πέντε παρατηρήσεις 

και τις τιµές για το έτος 2005 της Γαλλίας προκύπτει  2R =0.87 (χαµηλότερο 

από το 2R  που δίνουν οι πέντε παρατηρήσεις και υψηλότερο από το 2R που 

δίνουν οι επτά παρατηρήσεις).  

� Για τον γεωµετρικό µέσο  και τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d : 

 Έχοντας λάβει ως δείγµα τις πέντε παρατηρήσεις που προαναφέραµε η 

συσχέτιση σε όλες τις περιπτώσεις είναι πολύ ‘‘υψηλή’’. Το εύρος µέσα στο 

οποίο κυµαίνεται το 2R  είναι από 0.90 έως 0.98 και η κλίση της γραµµής της 

«γραµµικής παλινδρόµησης» είναι πάντα θετική, όπως θεωρητικά αναµένεται. 

Αυξάνοντας το δείγµα στις επτά παρατηρήσεις, δηλαδή προσθέτοντας τις 

παρατηρήσεις για τα δυο έτη της Γαλλίας, παρατηρείται το εξής: για τα  3d , 4d , 

5d  η συσχέτιση παραµένει ‘‘υψηλή’’ µε το 2R  να ισούται µε 0.83, 0.86 και 

0.85 αντίστοιχα. Για το 0d  λαµβάνουµε 2R =0.47 και για τα 1d , 2d  

λαµβάνουµε 2R  που ισούται µε 0.63 και 0.68 αντίστοιχα. Σε όλες τις 

περιπτώσεις, η κλίση της γραµµής της «γραµµικής παλινδρόµησης» παραµένει 

θετική. Επίσης, αυτό  που παρατηρήθηκε είναι πως για τα µεγέθη 3d , 4d , 5d  

και τον γεωµετρικό µέσο, αν λάβουµε τις τιµές των πέντε παρατηρήσεων και 

προσθέσουµε µόνο τις τιµές που αντιστοιχούν στο έτος 1995 της Γαλλίας η 

συσχέτιση είναι και πάλι αρκετά ‘‘υψηλή’’ µε το 2R  να λαµβάνει τις τιµές 

0.91, 0.93 και 0.92 αντίστοιχα. 

� Για το µέτρο 
i

σ  και τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d : 

Σε όλες τις περιπτώσεις έχοντας λάβει ως δείγµα τις πέντε παρατηρήσεις η 

συσχέτιση είναι πολύ υψηλή, το 2R  παίρνει τιµές από 0.93 έως 0.96 και η 

κλίση της γραµµής της «γραµµικής παλινδρόµησης» είναι πάντα θετική. Στη 
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συνέχεια παρατηρήθηκε το εξής: σε όλες τις περιπτώσεις αν αυξήσουµε το 

δείγµα από πέντε στις έξι παρατηρήσεις (προσθέτοντας τις τιµές για το έτος 

1995 της Γαλλίας στα 0d , 1d , 2d  και τις τιµές για το έτος 2005 της Γαλλίας στα 

3d , 4d , 5d ) η συσχέτιση παραµένει αρκετά ‘‘υψηλή’’ µε το 2R  να κυµαίνεται 

από 0.81 έως 0.94 και η κλίση της γραµµής της «γραµµικής παλινδρόµησης»  

εξακολουθεί να είναι θετική. Τέλος, αν το δείγµα αυξηθεί στις επτά 

παρατηρήσεις , µε τις τιµές και για τα δυο έτη της Γαλλίας, για τα 0d , 1d , 2d  το 

2R  ισούται µε 0.67, 0.74 και 0.67 αντίστοιχα, ενώ για τα 3d , 4d , 5d  το 2R  

λαµβάνει τις τιµές 0.57, 0.47 και 0.42 αντίστοιχα. 

� Για το µέτρο ( )ε Λ   και τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d : 

Έχοντας λάβει ως δείγµα τις πέντε παρατηρήσεις η συσχέτιση σε όλες τις 

περιπτώσεις είναι αρκετά ‘‘υψηλή’’, το 2R  λαµβάνει τιµές από 0.75 έως 0.84 

και η κλίση της γραµµής της «γραµµικής παλινδρόµησης» είναι πάντα θετική, 

όπως θεωρητικά αναµένεται. Αν λάβουµε υπόψιν και τις τιµές για τα δυο έτη 

της Γαλλίας και το δείγµα µας αυξηθεί στις επτά παρατηρήσεις, τότε για το 0d  

η συσχέτιση είναι ‘‘χαµηλή’’ µε 2R =0.53, ενώ για τα υπόλοιπα µεγέθη το 2R  

κυµαίνεται από 0.68 έως 0.78 και η κλίση της γραµµής της «γραµµικής 

παλινδρόµησης» παραµένει σε όλες τις περιπτώσεις θετική.      

� Για τον λόγο 1/ max( )iΛ  και τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d : 

Για το µέγεθος 0d  παρατηρήθηκε ‘‘ισχυρή’’ συσχέτιση έχοντας λάβει ως 

δείγµα τις παρατηρήσεις των εξής χωρών: ∆ανίας 2000 και 2004, Γερµανίας 

2000 και 2002 και Γαλλίας 2005, µε 2R =0.94. Για τις υπόλοιπες περιπτώσεις η 

συσχέτιση είναι πολύ ‘‘υψηλή’’ έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις των 

εξής χωρών:  ∆ανίας 2000 και 2004, Γερµανίας 2000 και 2002, Γαλλίας 2005, 

Σουηδίας 1995 και της Φινλανδίας 1995, µε 2R  να κυµαίνεται από 0.85 έως 

0.94. Σε όλες τις περιπτώσεις η κλίση της γραµµής της «γραµµικής 

παλινδρόµησης» είναι αρνητική, όπως θεωρητικά αναµένεται. Επίσης 

παρατηρήθηκε πως αν και στο 0d  προσθέσουµε τις δυο παρατηρήσεις που 

προσθέσαµε και στις υπόλοιπες περιπτώσεις, δηλαδή της Σουηδίας 1995 και 
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της Φινλανδίας 1995, τότε το 2R  λαµβάνει την τιµή 0.64, µειώνεται αρκετά, 

παρ’ όλα αυτά και αυτή η συσχέτιση δεν θεωρείται ‘‘χαµηλή’’ 
21

. 

� Για τον λόγο 1/ min( )iΛ  και τα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d : 

Στην περίπτωση αυτή καµία συσχέτιση από αυτές που πραγµατοποιήσαµε δεν 

είναι αξιόλογη. Έχοντας λάβει ως δείγµα τις πέντε παρατηρήσεις που 

εµφανίζονται πιο συχνά η συσχέτιση είναι πολύ ‘‘χαµηλή’’. Το εύρος µέσα στο 

οποίο κυµαίνεται το 2R  είναι από 0.12 έως 0.26. Η κλίση της γραµµής της 

«γραµµικής παλινδρόµησης» εµφανίζεται να είναι αρνητική. Αυξάνοντας το 

δείγµα στις 7 παρατηρήσεις το 2R  κυµαίνεται από 0.001 έως 0.15 και η κλίση 

της γραµµής της «γραµµικής παλινδρόµησης» δεν είναι πάντα ίδια. Τέλος, 

παρατηρήθηκε πως ίσως το µέγεθος 1/ min( )iΛ  να συνδέεται µε τα µεγέθη 0d , 

1d , 2d , 3d , 4d , 5d  λογαριθµικά. Το δείγµα που λάβαµε για να εξετάσουµε την 

περίπτωση αυτή αφορά τις παρατηρήσεις των εξής χωρών: της Φινλανδίας 

1995, της Γερµανίας 2000, της Γαλλίας 2005, της ∆ανίας 2000 και 2004. Το 2R  

κυµαίνεται από 0.51 έως 0.67 και η κλίση της γραµµής της «λογαριθµικής 

παλινδρόµησης» είναι πάντα αρνητική. Και σε αυτή την περίπτωση το 

αποτέλεσµα δεν θεωρείται ικανοποιητικό, είναι, όµως, πολύ καλύτερο από τις 2 

προηγούµενες περιπτώσεις, γι’ αυτό και το αναφέρουµε.    

Σε σχέση µε τα µεγέθη 1/ max( )iΛ , 1/ min( )iΛ , 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , τον 

γεωµετρικό µέσο και το µέγεθος d-distance οι περισσότερες παλινδροµήσεις που 

έγιναν δεν έδωσαν κάποιο ενδιαφέρον αποτέλεσµα. Τέσσερις περιπτώσεις αξίζει να 

σηµειώσουµε και είναι οι ακόλουθες: 

� Για το σχετικό ποσοστό κέρδους του συστήµατος ρ  και τα d-distance: 

Ότι γραµµική παλινδρόµηση και αν έγινε έδωσε χαµηλό 2R . Υψηλή συσχέτιση 

λάβαµε όταν συνδέσαµε λογαριθµικά τις παρατηρήσεις των εξής χωρών : της 

Σουηδίας 2005 και 1995,της ∆ανίας 2000 και 2004 και της Φινλανδίας 2004, µε 

                                                 
21

 Σε σχέση µε τις πέντε παρατηρήσεις που εµφανίζονται σχεδόν πάντα στα υπόλοιπα µεγέθη (1 / iµ , 

iσ , ( )ε Λ  και τον γεωµετρικό µέσο), η συσχέτιση για το 1/ max( )iΛ και αυτές µας δίνει 
2R  που 

κυµαίνεται από 0.60 έως 0.81 και η κλίση της γραµµής της «γραµµικής παλινδρόµησης» παραµένει 

πάντα αρνητική, ενώ αυξάνοντας το δείγµα στις επτά παρατηρήσεις µε τις τιµές των δύο ετών της 

Γαλλίας, στις περιπτώσεις 0d , 1d , 2d  το 
2R  ισούται µε 0.68, 0.77 και 0.76 αντίστοιχα, ενώ στις 

περιπτώσεις 3d , 4d , 5d  το 
2R  λαµβάνει τις τιµές 0.58, 0.44 και 0.39 αντίστοιχα.  
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2R =0.99. Η κλίση της γραµµής της «λογαριθµικής  παλινδρόµησης» είναι 

αρνητική. Προσθέτοντας στις παραπάνω πέντε παρατηρήσεις τις παρατηρήσεις 

που αφορούν στο έτος 1995 της Φινλανδίας το 2R  µειώνεται αρκετά και 

λαµβάνει την τιµή 0.71. 

� Για τον γεωµετρικό µέσο και τα d-distance: 

Παρατηρήσαµε πως θα µπορούσαν να συνδέονται γραµµικά οι εξής 

παρατηρήσεις: της Φινλανδίας 1995, της Γαλλίας 1995 και 2005 και της 

Γερµανίας 2000 και 2002, µε 2R = 0.81. Η κλίση της γραµµής της «γραµµικής 

παλινδρόµησης» που προκύπτει είναι θετική. 

� Για το µέτρο ( )ε Λ  και τα d-distance : 

Και εδώ γραµµικά θα µπορούσαν να συνδέονται οι παρατηρήσεις που 

αναφέρθηκαν για την ακριβώς παραπάνω περίπτωση (γεωµετρικού µέσου – d-

distance). Το 2R  που προκύπτει είναι 0.77 και η κλίση της γραµµής της 

«γραµµικής παλινδρόµησης» είναι θετική. 

� Για τον λόγο 1/ min( )iΛ και τα d-distance: 

Παρατηρήσαµε πως θα µπορούσαν να συνδέονται λογαριθµικά οι εξής 

παρατηρήσεις: της Σουηδίας 2005, της ∆ανίας 2000 και 2004, της Φινλανδίας 

2004 και της Γαλλίας 1995, µε 2R =0.93. Η κλίση της γραµµής της 

«λογαριθµικής  παλινδρόµησης»  είναι αρνητική. Αν στις προαναφερόµενες 

παρατηρήσεις προσθέσουµε και τις παρατηρήσεις που αφορούν στο έτος 1995 

της Σουηδίας το 2R  µειώνεται και λαµβάνει την τιµή 0.80 
22

.  

                                                 
22

 Στο σηµείο αυτό πρέπει να αναφέρουµε ότι εξετάσαµε και την συσχέτιση ανάµεσα στο d-distance 

και στα µεγέθη 1 / max( )iΛ , 1 / min( )iΛ , 1 / iµ , iσ , ( )ε Λ  και τον γεωµετρικό µέσο µε δείγµα τις 

πέντε παρατηρήσεις που εµφανίζονται πιο συχνά στις συσχετίσεις ανάµεσα στα 0d … 5d  και στα  

1 / iµ , iσ , ( )ε Λ  και τον γεωµετρικό µέσο, ώστε να ελέγξουµε αν και σε αυτή την περίπτωση το 

συγκεκριµένο δείγµα παρατηρήσεων δίνει ισχυρές συσχετίσεις. Από τα αποτελέσµατα που προέκυψαν 

διαπιστώσαµε ότι σε τέσσερις περιπτώσεις λαµβάνουµε ‘‘υψηλό’’ 
2R . Σε καµία, όµως, από τις 

τέσσερις αυτές περιπτώσεις δεν λαµβάνουµε την µορφή της συσχέτισης που θεωρητικά αναµένεται. 

Πιο συγκεκριµένα ‘‘υψηλό’’
2R  προκύπτει στις εξής περιπτώσεις: α) στη συσχέτιση ανάµεσα στο d-

distance και στον γεωµετρικό µέσο µε  
2R = 0.80. Η κλίση της γραµµής της «γραµµικής 

παλινδρόµησης», όµως, είναι αρνητική και όχι αυτή που θεωρητικά αναµένεται, β) στη συσχέτιση 

ανάµεσα στο d-distance και στο 1 / iµ  µε 
2R =0.79. Όπως και παραπάνω, όµως , η κλίση της γραµµής 

της «γραµµικής παλινδρόµησης», είναι θετική και όχι αυτή που θεωρητικά αναµένεται, γ) στη 

συσχέτιση ανάµεσα στο d-distance και στο iσ  µε 
2R =0.96. Για την κλίση της γραµµής της 

παλινδρόµησης ισχύει, όπως και πριν, ότι αλλάζει σε σχέση µε αυτή που παρατηρήσαµε παραπάνω για 

το αντίστοιχο µέγεθος, δηλαδή είναι αρνητική και όχι θετική, δ) στη συσχέτιση ανάµεσα στο d-
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Συνοψίζοντας τα παραπάνω σε γενικές γραµµές αυτό που παρατηρήθηκε είναι 

πως ανάµεσα στα µεγέθη 1/ max( )iΛ , 1/ min( )iΛ , 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , τον γεωµετρικό 

µέσο και στα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance οι συσχετίσεις που 

πραγµατοποιήθηκαν έχοντας λάβει ως δείγµα και τις δέκα παρατηρήσεις των υπό 

συσχέτιση µεγεθών δεν δίνουν κάποιο ενδιαφέρον αποτέλεσµα. Σε σχέση µε τα 

µεγέθη 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , τον γεωµετρικό µέσο και τα µεγέθη 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d  

η συσχέτιση είναι καλή, µε υψηλό 2R , έχοντας λάβει ως δείγµα πέντε παρατηρήσεις 

που αφορούν στις ίδιες οικονοµίες και σε πολλές περιπτώσεις παραµένει καλή 

έχοντας λάβει ως δείγµα επτά παρατηρήσεις που αφορούν στις ίδιες οικονοµίες, µε 

την κλίση της γραµµής της παλινδρόµησης να παραµένει ίδια σε όλες τις περιπτώσεις 

που εξετάστηκαν για κάθε µέγεθος και να είναι και αυτή που θεωρητικά αναµένεται. 

Έχοντας λάβει ως δείγµα λιγότερες παρατηρήσεις από τις συνολικά διαθέσιµες υψηλό 

2R  προκύπτει και για την περίπτωση που εξετάσαµε τη συσχέτιση ανάµεσα στο 

µέγεθος 1/ max( )iΛ  και στα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d  µε διαφορετικό, όµως, σύνολο 

παρατηρήσεων. Και σε αυτή την περίπτωση η κλίση της γραµµής της παλινδρόµησης 

είναι αυτή που θεωρητικά αναµένεται. Καµία συσχέτιση ανάµεσα στο µέγεθος 

1/ min( )iΛ και στα  0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d   δεν έδωσε υψηλό 2R  µε κανένα σύνολο 

παρατηρήσεων. Σε σχέση µε τα d-distance, υψηλό 2R  και την αναµενόµενη 

θεωρητικά κλίση της γραµµής της παλινδρόµησης λάβαµε σε τέσσερις περιπτώσεις. 

Όµως, σ’ αυτές τις τέσσερις περιπτώσεις δεν λάβαµε ως δείγµα παρατηρήσεις που 

αφορούν στις ίδιες οικονοµίες.  

Τέλος, στην περίπτωση που το δείγµα µας είναι οι πέντε πιο συχνά 

εµφανιζόµενες παρατηρήσεις για όλες τις παλινδροµήσεις, τότε από όλες τις 

περιπτώσεις το καλύτερο 2R  για το 0d  δίνει ο γεωµετρικός µέσος και για το 1d  το 

1/
i

µ , ενώ για τα 2d , 3d , 4d , 5d  το καλύτερο 2R   δίνει το 
i

σ . Όταν το δείγµα µας 

είναι οι επτά πιο συχνά εµφανιζόµενες παρατηρήσεις για όλες τις παλινδροµήσεις, 

                                                                                                                                            

distance και στο 1 / max( )iΛ µε 
2R =0.80. Η κλίση της γραµµής της «γραµµικής παλινδρόµησης», 

είναι θετική και όχι αρνητική όπως  θεωρητικά αναµένεται. Τέλος, αν στις πέντε παρατηρήσεις 

προσθέσουµε και τις δυο παρατηρήσεις που αφορούν τα δυο έτη της Γαλλίας λαµβάνουµε σχετικά 

‘‘υψηλό’’  
2R  σε δυο συσχετίσεις, δηλαδή στη συσχέτιση ανάµεσα στο d-distance και στο iσ  µε 

2R =0.73 και στη συσχέτιση ανάµεσα στο d-distance και στο 1 / max( )iΛ  µε 
2R =0.84. Και στις δυο 

περιπτώσεις, όµως, η κλίση της γραµµής της «γραµµικής παλινδρόµησης» δεν είναι αυτή που 

θεωρητικά αναµένεται. 
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τότε από όλες τις περιπτώσεις το καλύτερο 2R  για τα 0d , 1d , 2d  δίνει το µέγεθος 

1/
i

µ , ενώ για τα 3d , 4d , 5d  από όλες τις περιπτώσεις το καλύτερο 2R  δίνει ο 

γεωµετρικός µέσος 
23

.  

                                                 
23

 Για τα d-distance δεν αναφέρεται ποιο είναι το µέγεθος που δίνει το καλύτερο 
2R  
στις συσχετίσεις 

που πραγµατοποιήθηκαν, διότι για τα d-distance  οι συσχετίσεις που δίνουν 
2R  
υψηλό δεν αφορούν 

στο ίδιο σύνολο παρατηρήσεων. Σε κάθε περίπτωση έχουµε λάβει άλλο δείγµα και όταν λάβαµε ως 

δείγµα τις πέντε ή επτά παρατηρήσεις που εµφανίζονται πιο συχνά δεν παρατηρήθηκε η αναµενόµενη 

θεωρητικά µορφή συσχέτισης (όπου θεωρητικά αναµενόταν θετική συσχέτιση παρουσιάστηκε 

αρνητική και όπου θεωρητικά αναµενόταν αρνητική συσχέτιση παρουσιάστηκε θετική).  
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Συµπερασµατικές Παρατηρήσεις 

Στην παρούσα εργασία πραγµατευθήκαµε εµπειρικά την προσέγγιση 

Bienenfeld και την ακρίβεια της. Έχει παρατηρηθεί πως η δευτεροβάθµια προσέγγιση 

Bienenfeld συγκλίνει αρκετά ικανοποιητικά στο διάνυσµα των τιµών παραγωγής και 

πως η κατανοµή των ιδιοτιµών επιδρά στην ακρίβεια της προσέγγισης αυτής. Την 

απόκλιση του διανύσµατος των τιµών παραγωγής από την δευτεροβάθµια µορφή της 

προσέγγισης, µε βάση την τιµή του ισχύοντος σχετικού ποσοστού κέρδους ρ , 

επιχειρήσαµε να µετρήσουµε µε δεδοµένα που λάβαµε από δέκα πίνακες εισροών- 

εκροών. Επίσης, εξετάσαµε κατά πόσο η πολυωνυµική προσέγγιση µπορεί να είναι 

ακριβής µέσω ενός πολυωνύµου χαµηλής τάξης, ενώ ελέγξαµε, περαιτέρω, την 

ύπαρξη ή µη συσχέτισης ανάµεσα στα µεγέθη που η τιµή τους εξαρτάται από την 

κατανοµή των ιδιοτιµών (1/ max( )iΛ , 1/ min( )iΛ , 1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , γεωµετρικός 

µέσος) και στα µεγέθη που προσδιορίζουν την ακρίβεια της προσέγγισης ( 0d , 1d , 

2d , 3d , 4d , 5d , d-distance). 

Ειδικότερα, στο πρώτο µέρος της παρούσας εργασίας αναπτύχθηκε ο τρόπος 

εξαγωγής του πολυωνυµικού αναπτύγµατος Bienenfeld και η ακρίβεια αυτού 

συνδέθηκε µε την κατανοµή των ιδιοτιµών. Η εµπειρική ανάλυση ακολούθησε στο 

δεύτερο µέρος και βασίστηκε στους πίνακες εισροών – εκροών της Φινλανδίας για τα 

έτη 1995 και 2004, της Σουηδίας για τα έτη 1995 και 2005, της Γερµανίας για τα έτη 

2000 και 2002, της Γαλλίας για τα έτη 1995 και 2005 και της ∆ανίας για τα έτη 2000 

και 2004. Στο δεύτερο µέρος παρουσιάσαµε, αρχικά, τα εµπειρικά δεδοµένα και τον 

τρόπο που αυτά εξάγονται από τους δέκα πίνακες. Εν συνεχεία, περιγράψαµε τους 

λοιπούς απαιτούµενους υπολογισµούς και τέλος, καταγράψαµε και σχολιάσαµε τα 

αποτελέσµατα που προέκυψαν τόσο για την προσέγγιση Bienenfeld όσο και για τις 

συσχετίσεις που πραγµατοποιήθηκαν.  

 

Τα συµπεράσµατα που εξάγονται από την εργασία είναι τα ακόλουθα: 

1. Το διάνυσµα των τιµών παραγωγής προσεγγίζεται αρκετά ικανοποιητικά από την 

δευτεροβάθµια προσέγγιση Bienenfeld στο µεγαλύτερο µέρος του δείγµατός µας. 

Σε επτά από τις δέκα περιπτώσεις που εξετάστηκαν αποδείχθηκε ότι, η απόκλιση 

του διανύσµατος Tp  από την προσέγγιση a T( )p  είναι µικρή. ∆εν πρέπει να 

ξεχνάµε, βέβαια, πως στις µετρήσεις µας για κάθε περίπτωση από τις εξεταζόµενες 
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εµπλέκεται η ισχύουσα κατανοµή του εισοδήµατος. Αν αυτή αλλάξει και το 

σχετικό ποσοστό κέρδους του συστήµατος ρ  λάβει διαφορετική τιµή, τότε ίσως 

το αποτέλεσµα να είναι ικανοποιητικό σε όλες τις περιπτώσεις (ή και σε καµία). 

Αυτό, όµως, δεν µπορούµε να το γνωρίζουµε εκ των προτέρων. Εµείς οφείλουµε 

να επισηµάνουµε πως µε βάση την τιµή του ισχύοντος ρ  παρατηρήθηκαν και 

εξαιρέσεις. Σε τρεις από τις δέκα περιπτώσεις η προσέγγιση δεν ήταν 

ικανοποιητική. 

 

 

2. Από την άλλη πλευρά, βάσει των µεγεθών που προέκυψαν, αποδείχθηκε ότι, η 

προσέγγιση Bienenfeld µπορεί να είναι ακριβής µε λίγους όρους του πολυωνύµου 

της σχέσης (8). Μέσω ενός πολυωνύµου χαµηλής τάξης µπορούµε να φτάσουµε σε 

αρκετά ικανοποιητικό σηµείο σύγκλισης. 

 

 

3. Τέλος, οι συσχετίσεις που πραγµατοποιήθηκαν έχοντας λάβει ως δείγµα και τις 

δέκα παρατηρήσεις από κάθε µέγεθος δεν έδειξαν αυτό που θεωρητικά αναµέναµε. 

Οι συσχετίσεις, όµως, που πραγµατοποιήθηκαν ανάµεσα στα µεγέθη 1/ max( )iΛ , 

1/
i

µ , 
i

σ , ( )ε Λ , τον γεωµετρικό µέσο και στα 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , έχοντας 

λάβει ως δείγµα λιγότερες παρατηρήσεις από τις συνολικά διαθέσιµες, δίνουν 

υψηλό 2R  και η κλίση της γραµµής της ευρισκόµενης συσχέτισης παραµένει 

πάντα ίδια στις διάφορες αυξοµειώσεις που έγιναν στο δείγµα και σε όλες τις 

περιπτώσεις είναι και η αναµενόµενη θεωρητικά. Καµία συσχέτιση ανάµεσα στο 

µέγεθος 1/ min( )iΛ και στα  0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d  δεν έδωσε υψηλό 2R  µε 

κανένα σύνολο παρατηρήσεων, ενώ σε σχέση µε τα d-distance υψηλό 2R  και την 

αναµενόµενη θεωρητικά κλίση της γραµµής της παλινδρόµησης λάβαµε σε 

τέσσερις περιπτώσεις µε τα µεγέθη ρ , ( )ε Λ , τον γεωµετρικό µέσο και το 

1/min( )iΛ . Επίσης, παρατηρήθηκε πως στις συσχετίσεις που πραγµατοποιήθηκαν 

έχοντας λάβει ως δείγµα παρατηρήσεις που αφορούν τις ίδιες οικονοµίες τρία 

µεγέθη δίνουν ισχυρότερες συσχετίσεις, το µέγεθος 1/
i

µ , η τυπική απόκλιση 
i

σ  

και ο γεωµετρικός µέσος.     
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Εν κατακλείδι, οφείλουµε να επισηµάνουµε ότι, η διερεύνηση µας έχει 

στατιστικό χαρακτήρα και πρόκειται για ένα θέµα που µπορεί να µελετηθεί 

περαιτέρω εµπειρικά. Ειδικότερα, θεωρούµε ότι θα είχε ενδιαφέρον, αρχικά, η 

εξαγωγή κι άλλων µεγεθών που θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν στην διερεύνηση 

(ενδεικτικά αναφέρουµε: Mahalanobis distance, rank correlation coefficient κ.α.) και 

έπειτα, η επέκταση της διερεύνησης σε περισσότερες χώρες. Σε κάθε περίπτωση, 

πάντως, διαφαίνεται ότι τα παρόντα ευρήµατα δύνανται να αποτελέσουν τη βάση για 

µελλοντικές έρευνες. 
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Λόγω του µεγάλου όγκου των εµπειρικών δεδοµένων καθώς και των 

αποτελεσµάτων δεν είναι δυνατή η εκτύπωση και παράθεση όλων αυτών στην 

παρούσα εργασία. Είναι, όµως, διαθέσιµα από τη συγγραφέα σε ηλεκτρονική µορφή, 

εφόσον ζητηθούν. Οι πίνακες εισροών – εκροών από τους οποίους αντλήθηκαν τα 

εµπειρικά δεδοµένα είναι διαθέσιµοι και στην ιστοσελίδα http://ec.europa.eu/eurostat. 

Το παράρτηµα Α περιλαµβάνει τα διαγράµµατα που κατασκευάσθηκαν, ώστε να 

ελεγχθεί η µορφή συσχέτισης των στατιστικών µέτρων 1/
i
µ , 

i
σ , ( )ε Λ , του 

γεωµετρικού µέσου και των λόγων  1/ max( )
i

Λ  και 1/ min( )
i

Λ  µε τα 0d , 1d , 2d , 

3d , 4d , 5d  και d-distance. Το παράρτηµα Β περιλαµβάνει ορισµένες από τις 

παλινδροµήσεις που πραγµατοποιήθηκαν και έδειξαν ισχυρή συσχέτιση ανάµεσα στα 

υπό εξέταση µεγέθη. Και σε αυτή την περίπτωση ήταν αδύνατη η εκτύπωση όλων 

των παλινδροµήσεων. Έτσι, επιλέχθηκαν, ενδεικτικά, ορισµένες από αυτές που 

δίνουν υψηλό 2
R .  
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Παράρτηµα Α 
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I. ∆ιαγράµµατα 1/
i
µ  - 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance 
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3) 1/
i
µ  - 2d  
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5) 1/
i
µ  - 4d  
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7) 1/
i
µ  - d-distance 
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II. ∆ιαγράµµατα 
i

σ  - 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance 

 

1) 
i

σ  - 0d  

 

0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

 
 

2) 
i

σ  - 1d  

 

0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

 



 68 

3) 
i

σ  - 2d  
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5) 
i

σ  - 4d  
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7) 
i

σ  - d-distance 
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III. ∆ιαγράµµατα ( )ε Λ  - 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance 
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3) ( )ε Λ  - 2d  
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5) ( )ε Λ  - 4d  
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7) ( )ε Λ  - d-distance 
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IV. ∆ιαγράµµατα γεωµετρικού µέσου - 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance 
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3) γεωµετρικός µέσος - 2d  
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5) γεωµετρικός µέσος - 4d  
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7) γεωµετρικός µέσος – d-distance 
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V. ∆ιαγράµµατα 1/ max( )
i

Λ  - 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance 
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5) 1/ max( )
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7) 1/ max( )
i

Λ  - d-distance 
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VI. ∆ιαγράµµατα 1/ min( )
i

Λ  - 0d , 1d , 2d , 3d , 4d , 5d , d-distance 

 

1) 1/ min( )
i

Λ  - 0d  

 

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

 
 

2) 1/ min( )
i

Λ  - 1d  

 

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

 



 84 

3) 1/ min( )
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5) 1/ min( )
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Λ  - 4d  

 

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

0.05

0.1

0.15

0.2

 
 

6) 1/ min( )
i

Λ  - 5d  

 

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

 



 86 

7) 1/ min( )
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VII. ∆ιάγραµµα ρ  -  d-distance 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 
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Παλινδροµήσεις  

1) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002 και της ∆ανίας 2000 για τα µεγέθη 

1/
i
µ  - 0d  

 

                                   Y=d0                 X= 1/µi        

0,407585 10,1936        

0,403634 10,1224        

0,419127 8,45959        

0,47238 5,60991        

0,485268 5,62498        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

         

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,978387289        

R Τετράγωνο 0,957241687        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,942988916        

Τυπικό σφάλµα 0,009152809        

Μέγεθος δείγµατος 5        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,005626406 0,005626 67,16179 0,003801761    

Υπόλοιπο 3 0,000251322 8,38E-05      

Σύνολο 4 0,005877728          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή 0,568953174 0,016542562 34,39329 5,4E-05 0,516307358 0,62159899 0,516307358 0,62159899 

Μεταβλητή X 1 -0,016414996 0,002002994 -8,19523 0,003802 -0,02278942 -0,010040575 -0,022789417 -0,010040575 
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Μεταβλητή X 1 ∆ιάγραµµα 

προσαρµογής γραµµής

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0 5 10 15

Μεταβλητή X 1

Y

Y

Προβλεπόµενο Y

 



 91 

2) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002,της Γαλλίας 1995 και 2005 και της 

∆ανίας 2000 για τα µεγέθη 1/
i
µ  - 1d  

 

                                     Y=d1                  X= 1/µi        

0,186393 5,60991        

0,200973 5,62498        

0,176878 7,60578        

0,151149 8,45959        

0,119597 10,1936        

0,100909 10,1224        

0,18644 7,81515        

        

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,918923094        

R Τετράγωνο 0,844419652        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,813303583        

Τυπικό σφάλµα 0,016321319        

Μέγεθος δείγµατος 7        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,007229098 0,007229098 27,1377351 0,003440075    

Υπόλοιπο 5 0,001331927 0,000266385      

Σύνολο 6 0,008561025          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή 0,307172276 0,028854354 10,6456127 0,000126545 0,232999798 0,381344753 0,232999798 0,381344753 

Μεταβλητή X 1 -0,018543041 0,003559542 -5,209389129 0,003440075 -0,027693136 -0,009392946 -0,027693136 -0,009392946 
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3) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002,της Γαλλίας 2005 και της ∆ανίας 

2000 για τα µεγέθη 1/
i
µ  - 4d  

 

                                  Y=d4                  X=1/µi        

0,0243148 5,60991        

0,0302593 5,62498        

0,0229299 7,81515        

0,0143964 8,45959        

0,0106478 10,1936        

0,00493871 10,1224        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,932275326        

R Τετράγωνο 0,869137284        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,836421605        

Τυπικό σφάλµα 0,003845728        

Μέγεθος δείγµατος 6        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,000392907 0,000392907 26,56638382 0,006724633    

Υπόλοιπο 4 5,91585E-05 1,47896E-05      

Σύνολο 5 0,000452065          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή 0,052466771 0,006885035 7,620407724 0,001592045 0,033350851 0,071582692 0,033350851 0,071582692 

Μεταβλητή X 1 -0,004334783 0,00084101 -5,1542588 0,006724633 -0,006669801 -0,001999765 -0,006669801 -0,001999765 
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4) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002 και της ∆ανίας 2000 για τα µεγέθη  

i
σ  - 3d  

 

                                   Y=d3                 X= σi        

0,0223746 0,116801        

0,012555 0,100033        

0,029938 0,119592        

0,0442942 0,152475        

0,0509082 0,153212        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

         

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,980632876        

R Τετράγωνο 0,961640837        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,948854449        

Τυπικό σφάλµα 0,003546498        

Μέγεθος δείγµατος 5        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,000945942 0,000946 75,208171 0,003226011    

Υπόλοιπο 3 3,77329E-05 1,26E-05      

Σύνολο 4 0,000983675          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή -0,051966194 0,009812792 -5,29576 0,0131392 -0,083194878 -0,020737511 -0,083194878 -0,020737511 

Μεταβλητή X 1 0,653936256 0,075405479 8,672264 0,003226 0,413962369 0,893910144 0,413962369 0,893910144 
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5) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002,της Γαλλίας 1995 και της ∆ανίας 

2000 για τα µεγέθη 
i

σ  - 1d  

                                   Y=d1                   X= σi        

0,119597 0,116801        

0,100909 0,100033        

0,151149 0,119592        

0,186393 0,152475        

0,200973 0,153212        

0,176878 0,146528        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

         

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,96834248        

R Τετράγωνο 0,93768715        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,92210894        

Τυπικό σφάλµα 0,01099905        

Μέγεθος δείγµατος 6        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,007282006 0,007282 60,19222 0,001487435    

Υπόλοιπο 4 0,000483917 0,000121      

Σύνολο 5 0,007765923          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή -0,06901125 0,029345816 -2,35166 0,078374 -0,150488295 0,012465802 -0,150488295 0,012465802 

Μεταβλητή X 1 1,71176299 0,220634512 7,758365 0,001487 1,09918338 2,3243426 1,09918338 2,3243426 
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6) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002, της Γαλλίας 2005 και της ∆ανίας 

2000 για τα µεγέθη 
i

σ  - 4d  

 

                                   Y=d4                    X= σi        

0,0106478 0,116801        

0,00493871 0,100033        

0,0143964 0,119592        

0,0243148 0,152475        

0,0302593 0,153212        

0,0229299 0,1229        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,910947033        

R Τετράγωνο 0,829824496        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,78728062        

Τυπικό σφάλµα 0,0043855        

Μέγεθος δείγµατος 6        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,000375135 0,000375 19,50515 0,011542532    

Υπόλοιπο 4 7,69304E-05 1,92E-05      

Σύνολο 5 0,000452065          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή -0,034293116 0,011955946 -2,86829 0,045547 -0,067488144 -0,001098089 -0,067488144 -0,001098089 

Μεταβλητή X 1 0,409464422 0,092713201 4,416463 0,011543 0,15205131 0,666877535 0,15205131 0,666877535 
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7) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002 και της ∆ανίας 2000 για τα µεγέθη 

( )ε Λ  - 1d  

 

                                    Y=d1                  X= ε(Λ)        

0,119597 0,8281        

0,100909 0,849085        

0,151149 0,870247        

0,186393 0,899935        

0,200973 0,900327        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

         

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,91700371        

R Τετράγωνο 0,840895804        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,787861073        

Τυπικό σφάλµα 0,01959791        

Μέγεθος δείγµατος 5        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,006089776 0,00609 15,85557 0,028342619    

Υπόλοιπο 3 0,001152234 0,000384      

Σύνολο 4 0,00724201          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή -0,920042066 0,269321907 -3,41614 0,041961 -1,777144574 -0,062939557 -1,777144574 -0,062939557 

Μεταβλητή X 1 1,232660654 0,309565554 3,981905 0,028343 0,247484901 2,217836407 0,247484901 2,217836407 
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8) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002, της Γαλλίας 1995 και 2005 και της 

∆ανίας 2000 για τα µεγέθη ( )ε Λ  - 3d  

 

                                   Y=d3                 X= ε(Λ)        

0,0223746 0,8281        

0,029938 0,870247        

0,0442942 0,899935        

0,0509082 0,900327        

0,0266772 0,855871        

0,0426762 0,880323        

0,012555 0,849085        

        

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,882801661        

R Τετράγωνο 0,779338772        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,735206527        

Τυπικό σφάλµα 0,00703612        

Μέγεθος δείγµατος 7        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,000874252 0,000874252 17,6591688 0,008470926    

Υπόλοιπο 5 0,000247535 4,9507E-05      

Σύνολο 6 0,001121787          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή -0,358672433 0,093189071 -3,84886798 0,01201493 -0,598222567 -0,119122299 -0,598222567 -0,119122299 

Μεταβλητή X 1 0,450391333 0,107177814 4,202281377 0,00847093 0,174881991 0,725900676 0,174881991 0,725900676 
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9) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002 και της ∆ανίας 2000 για τον 

γεωµετρικό µέσο - 0d  

 

                                     Y=d0          X= γεωµετρικός µέσος       

0,407585 0,050059        

0,403634 0,0523948        

0,419127 0,0685443        

0,47238 0,106464        

0,485268 0,110864        

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

         

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,990863981        

R Τετράγωνο 0,981811429        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,975748572        

Τυπικό σφάλµα 0,005969575        

Μέγεθος δείγµατος 5        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,00577082 0,005771 161,9387425 0,001046823    

Υπόλοιπο 3 0,000106907 3,56E-05      

Σύνολο 4 0,005877728          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή 0,336644817 0,008370348 40,21873 3,38236E-05 0,310006633 0,363283002 0,310006633 0,363283002 

Μεταβλητή X 1 1,299860898 0,102146031 12,72552 0,001046823 0,974786638 1,624935159 0,974786638 1,624935159 
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10) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002, της Γαλλίας 1995 και 2005 και της 

∆ανίας 2000 για τον γεωµετρικό µέσο - 4d  

 

                                    Y=d4          X= γεωµετρικός µέσος       

0,0106478 0,050059        

0,00975886 0,0591736        

0,0143964 0,0685443        

0,0243148 0,106464        

0,0302593 0,110864        

0,00493871 0,0523948        

0,0229299 0,0760763        

        

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,928132998        

R Τετράγωνο 0,861430862        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,833717035        

Τυπικό σφάλµα 0,003756126        

Μέγεθος δείγµατος 7        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,000438535 0,000438535 31,08307076 0,002557696    

Υπόλοιπο 5 7,05424E-05 1,41085E-05      

Σύνολο 6 0,000509077          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή -0,008993021 0,004830619 -1,86167027 0,121709245 -0,021410523 0,003424482 -0,021410523 0,003424482 

Μεταβλητή X 1 0,344165727 0,061731334 5,575219346 0,002557696 0,185480281 0,502851172 0,185480281 0,502851172 
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11) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995 και 2005, της Γερµανίας 2000 και 2002, της Γαλλίας 1995 και της ∆ανίας 

2000 για τον γεωµετρικό µέσο - 5d  

 

                                  Y=d5            X= γεωµετρικός µέσος       

0,00522168 0,050059        

0,00394674 0,0591736        

0,00726406 0,0685443        

0,0135757 0,106464        

0,0184806 0,110864        

0,00199777 0,0523948        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

         

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,958936588        

R Τετράγωνο 0,919559379        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,899449224        

Τυπικό σφάλµα 0,002008593        

Μέγεθος δείγµατος 6        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,000184479 0,00018448 45,7261203 0,002494685    

Υπόλοιπο 4 1,61378E-05 4,0344E-06      

Σύνολο 5 0,000200617          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή -0,008238599 0,002595628 -3,1740298 0,03372736 -0,015445217 -0,001031982 -0,015445217 -0,001031982 

Μεταβλητή X 1 0,223280925 0,03301942 6,76210916 0,00249469 0,131604317 0,314957533 0,131604317 0,314957533 
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12) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Γερµανίας 2000 και 2002, της ∆ανίας 2000 και 2004 και της Γαλλίας 2005 για τα µεγέθη 

1/ max( )
i

Λ - 0d  

 

                                    Υ=d0  X= 1/ max( )
i

Λ         

0,501937 1,56767        

0,485268 1,64054        

0,47238 1,75327        

0,483394 1,70183        

0,419127 1,91403        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

         

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,970495669        

R Τετράγωνο 0,941861843        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,922482457        

Τυπικό σφάλµα 0,008800991        

Μέγεθος δείγµατος 5        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,003764526 0,003764526 48,60122281 0,006056631    

Υπόλοιπο 3 0,000232372 7,74574E-05      

Σύνολο 4 0,003996899          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή 0,874574393 0,057819787 15,12586683 0,000627362 0,690566026 1,058582759 0,690566026 1,058582759 

Μεταβλητή X 1 -0,234427685 0,033626781 -6,97145772 0,006056631 -0,341443112 -0,127412259 -0,341443112 -0,127412259 
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Μεταβλητή X 1 ∆ιάγραµµα 
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13) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Σουηδίας 1995, της Γερµανίας 2000 και 2002, της  Γαλλίας 2005, της ∆ανίας 2000 και 2004 

και της Φινλανδίας 1995 για τα µεγέθη 1/ max( )
i

Λ - 5d  

 

                                     Y=d5  X= 1/ max( )
i

Λ         

0,0225155 1,56767        

0,0184806 1,64054        

0,0170774 1,67621        

0,013193 1,70183        

0,00726406 1,91403        

0,0135757 1,75327        

0,00522168 1,8814        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,971776715        

R Τετράγωνο 0,944349983        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,93321998        

Τυπικό σφάλµα 0,001583391        

Μέγεθος δείγµατος 7        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,000212723 0,000212723 84,84723267 0,000253148    

Υπόλοιπο 5 1,25356E-05 2,50713E-06      

Σύνολο 6 0,000225258          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή 0,095814608 0,008912564 10,75050979 0,000120703 0,072904132 0,118725083 0,072904132 0,118725083 

Μεταβλητή X 1 -0,047249829 0,005129575 -9,21125576 0,000253148 -0,060435822 -0,034063836 -0,060435822 -0,034063836 
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Μεταβλητή X 1 ∆ιάγραµµα 
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14) Έχοντας λάβει ως δείγµα τις παρατηρήσεις: της Φινλανδίας 1995, της Γαλλίας 1995 και 2005 και της Γερµανίας 2000 και 2002 για τον 

γεωµετρικό µέσο και το µέγεθος d-distance 

 

                                Y= d         X= γεωµετρικός µέσος       

0,0120138 0,0467168        

0,00657399 0,0591736        

0,0284868 0,0760763        

0,0344148 0,106464        

0,0333122 0,110864        

         

ΈΞΟ∆ΟΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΟΣ        

         

Στατιστικά παλινδρόµησης        

Πολλαπλό R 0,899554597        

R Τετράγωνο 0,809198472        

Προσαρµοσµένο R Τετράγωνο 0,745597963        

Τυπικό σφάλµα 0,006465386        

Μέγεθος δείγµατος 5        

         

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ        

  βαθµοί ελευθερίας SS MS F Σηµαντικότητα F    

Παλινδρόµηση 1 0,000531843 0,000531843 12,72314453 0,037633529    

Υπόλοιπο 3 0,000125404 4,18012E-05      

Σύνολο 4 0,000657247          

         

  Συντελεστές Τυπικό σφάλµα t τιµή-P Κατώτερο 95% Υψηλότερο 95% Κατώτερο 95,0% Υψηλότερο 95,0% 

Τεταγµένη επί την αρχή -0,009546959 0,009561141 -0,998516653 0,391616033 -0,039974778 0,02088086 -0,039974778 0,02088086 

Μεταβλητή X 1 0,407058706 0,114119489 3,566951714 0,037633529 0,043879561 0,770237852 0,043879561 0,770237852 
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Μεταβλητή X 1 ∆ιάγραµµα 
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